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Vorbemerkung

Diese Zusammenfassung beruht vor allem auf meinen Mitschriften und den Skripten der
Vorlesungen:

o Theoretische Physik I - Mechanik bei Prof. Fabian Hassler, Sommersemester 2016

o Theoretische Physik II - Elektrodynamik bei Prof. Barbara Terhal, Wintersemester
2016/2017 (Skript von Prof. Hans-Jorg Kull Wintersemester 2015/16)

o Theoretische Physik III - Quantenmechanik bei Prof. Riccardo Mazzarello, Sommer-
semester 2017

o Theoretische Physik IV - Statistische Physik bei Prof. Stefan Wessel, Wintersemester
2017/2018

an der RWTH Aachen. Die notwendige Mathematik werde ich nur an Stellen, an denen wir
auch in der Vorlesung selbst rein mathematische Themen diskutiert haben neu einfithren.

Notation

Zu Beginn jedes Kapitels gehe ich, falls es Besonderheiten in der Notation gibt, kurz auf
diese ein. Allgemein gilt die Einsteinsche Summenkonvention, das heifit iiber in einem
Produkt doppelt auftretende lateinische Indizes wird von 1 bis 3 und tiber griechische von
0 bis 3 summiert. Bei griechischen Indizes gilt dies nur, wenn jeweils ein Index hoch und
einer tief steht, weshalb wird im Teil iiber spezielle Relativitdtstheorie deutlich. Es gilt
also:

3 3
aibi = Zaibi, aub“ = Z atbt .
=1

pu=0

Wenn an bestimmten Stellen ein Index nur zur Nummerierung, wie z.B. Eigenvektor und
zugehoriger Eigenwert, verwendet wird, wird ausdriicklich darauf hingewiesen, dass nicht
summiert wird.



Kapitel 1

Crashzusammenfassung Mathematik

Ich mochte hier, wie gesagt, nicht die gesamten mathematischen Grundkenntnisse zu-
sammenfassen, die benotigt werden. Allerdings halte ich es fiir sinnvoll einige hilfreiche
Definitionen und Gleichungen kurz zu Beginn anzugeben. Dabei muss man die Kapitel-
iiberschriften stets so verstehen, dass an derjenigen Stelle nur die zuséitzlichen Teile aus
dem jeweiligen Bereich folgen, nicht dass dort das gesamte benotigte Riistzeug zu dem
Thema zu finden ist.

1.1 Lineare Algebra

Ich gehe davon aus, dass Objekte wie das Spat- / Vektorprodukt, das Skalarprodukt usw.
bekannt sind.

1.1.1 Epsilon - Delta Spaf} fiir Physiker

Niitzliche Tensoren der Vektoranalysis sind das Kronecker-Delta und der Epsilon-
Tensor (auch Levi-Civita-Symbol, Total-Antisymmetrischer Tensor):

. +1 (i,5,k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
1 1=k o
5ik = . ) €ijk = -1 (Zajak) € {(3727 1)7 (27 173)7 (17372)}
0 1#k
0 sonst

Praktische Darstellungen dieser durch kartesische Basisvektoren, mit denen man viele
Identitaten leicht zeigen kann sind:

Sik = €; - ey, €ijk = €; - (€5 X e;) = det(e;]ejler) .

Mit der einsteinschen Summenkonvention gilt insbesondere

dikGi = ay,

Als Matrix stellt das Kronecker-Delta die Identitdtsmatrix dar. Fiir den e-Tensor gilt die
sog.

Grassmann-ldentitat: ;i€ = 0i0m — 0imdji -




Damit folgt fiir das Kreuzprodukt, welches sich durch:
(a X b)Z = Gijk(ljbk
darstellen lasst die sog. baccab - Regel:

ax(bxc)=b(a-c)—c(b-a)

1.1.2 Basiswechsel und Transformation

Lineare Transformationen zwischen Koordinatensystemen mit orthonormierter Basis kann
man durch orthogonale Rotationsmatrizen R mit RT = R™! erzeugen. Diese bilden die
Gruppe O(3). Dann ist: €, = R;;e;. Man kann die Eintrdge der Matrix finden, in dem
man die alten und neuen Basisvektoren miteinander verrechnet:

!
Rij—ei-ej

Die Determinante einer Rotationsmatrix ist aufgrund der Orthogonalitédt immer £1. Vek-
toren x transformieren wie die Einheitsvektoren:

x; = Rz e & X = Rx

Dieses Konzept kann man auf Tensoren k-ter Stufe iibertragen. Fiir einen Tensor gilt
also die Transformationsvorschrift:

Tij.x(X') = RiyRjs... RiTrs..4(X) & T=R'TR

Ein Tensor kann sich als Mehrdimensionale Matrix vorgestellt werden. Man Spricht von
einem Pseudovektor, -Skalar, -Tensor, wenn ein Objekt nicht gemafl der obigen Relatio-
nen transformiert, sondern ein Faktor det(R) auftritt.

Im Gegensatz dazu sind Skalare Groflen, die bei einer Rotation invariant sind:

Die Ableitung eines skalaren Feldes ist also bei Transformation gegeben durch:

0f(x) _ 0f(x) _ 0f(x) 0z _ ,, Of(x)

= = = R,
ox;, ox;, Oxy 0x) Oxy,

Gradientenfelder sind also in diesem Sinne Vektoren.

Tensorprodukt

Man kann ein allgemeines Tensorprodukt (hier gezeigt fiir Vektoren) definieren:

a161 a1b2 albk

agbl a2b2 agbk
a®b:aibje,~®ej = a®b= . .

anbl anbz anbk



1.1.3 Das Eigenwertproblem

Wir betrachten eine Matrix A (in der Quantenmechanik allgemein einen linearen Opera-
tor) und suchen nach den Paaren von Zahlen \; und Vektoren v;, fir die gilt:

Eigenwertgleichung: Av; = v,

Dabei nennt man die )\; auch die Eigenwerte und v; auch die Eigenvektoren der Matrix
A. Hier wird nicht summiert, da es sich nur um eine Nummerierung handelt. Man findet
die Eigenwerte durch Losen des Charakteristischen Polynoms:

Bei gegeben Eigenwerten bestimmt man die zugehorigen Eigenvektoren dann mit dem
GauB Algorithmus o.A. Es gilt ein wichtiger Satz:

Spektralsatz (endlich-dimensional): Fiir hermitesche Matrizen A € C™*" existiert ein
Satz von n orthonormierten Eigenvektoren.

Hermitesche Matrizen sind gleich ihrer eigenen komplex-konjugiet und Transponierten:
AT = (A")T. Dadurch lassen sich solche Matrizen in dieser sog. Eigenbasis stets in einer
Diagonalform schreiben. Die Transformation in die Eigenbasis wird durch die Matrix:

T=(v,vy,..) = Ap=TrAT

geleistet. Dabei ist Ap die Matrix A in Diagonalform beziiglich der Eigenbasis.

Auch fir nicht hermitesche Matrizen ldsst sich eine Transformation in die sogenann-
te Jordan-Normalform finden. Diese Matrizen sind aber fiir uns nicht so interessant,
weshalb dies hier nicht weiter ausgefithrt wird.

1.2 Analysis und Vektoranalysis

1.2.1 Mehrdimensionale Kettenregel

Gegeben sei eine skalare Funktion f : R” — C. Dann ist ihr sog. totales Differenzial
gegeben durch:

Damit lautet z.B. die totale Zeitableitung:

Of dry | Of
dt Z (%L’k dt 875 ’

Betrachtet man eine vektorwertige Funktion F(x) : R® — R™, so ist ihre erste Ablei-
tung durch die sog. Jacobi-Matrix definiert:
2
oF, |
aZL’k N

(DF(x))i = :
VET
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Die allgemeinste Kettenregel fiir eine Verkniipfung F o G lautet somit:
D(F o G) = DF(G) - DG.
Damit kann man eine totale (Zeit)Ableitung umschreiben zu:

d(f o G)

o =ViG)-G

1.2.2 Rotation, Divergenz und Laplace-Operator

Man kann den V-Operator als ,Vektor* mit den Komponenten (hier fiir 3 Dimensionen):

0
o1

_ | o=
V= Oxo
Js]

e

auffassen. Achtung: dieses Objekt transformiert sich nicht zwingend wie ein gewohnlicher
Vektor! Daher ist dies nur eine niitzliche Schreibweise um sich die Definitionen fiir weitere

Differenzialoperatoren leichter zu merken. Diese lauten:

1) Gradient:

2) Divergenz:

3) Rotation:

3 Dimensionen: (VxF)=(rotF); Z e”k—
Allgemein: V x F = DFT — DF

4) Laplace Operator:

Es gibt folgende Rechenregeln fiir die Differenzialoperatoren, die sich durch explizites,

komponentenweises Nachrechnen zeigen lassen:

div(¢E) =V¢ -E+ ¢ divE,
rot ()E) = Vo X E+ ¢ rot E |

( )=E-rotB—-B- rotE,
)=BdivE-EdivB+ (E-V)B—-(B:-V)E
Vx(VxE)=V(dvE) - AE.

11



Zudem kann man zeigen, dass sich auf bestimmten Definitionsmengen fiir Vektorfelder
fir die V x F = 0 gilt stets ein Potenzial ¢ mit V¢ = F und fiir Vektorfelder fiir die
V-B = 0 gilt stets ein Vektorpotenzial A mit V x A = B finden lasst. Diese Zuordnungen
sind moglich, da allgemein gilt:

rot (V) =0, div(VxA)=0.

1.2.3 Krummlinige Koordinatensystemen

Gegeben ist eine stetig differenzierbare (bijektive) Abbildung, also eine Koordinatentrans-
formation:

cb(u?an) = (m(vlaU27U3)>y(vla’U27U3)>Z(’U17U27/03)) )

dann nennt man die Vektorfelder
1 0P

e, = — mit h; =

! hz 8vi

0P
8vi

normierte Koordinatenfelder. Sie sind im Allgemeinen nicht paarweise orthogonal.
Daraus folgen Transformationsregeln fiir die Differenzialoperatoren. Der Gradient hat
dann die Form:

vf_ Z1af

So gilt beispielsweise fiir die Zylinderkoordinaten (v, vq, v3) = (1, @, 2):
mit den normierten Koordinatenfeldern:

h, =1, hy =1, h,=1
COS ¢ —sing 0
e. = |[sinyp |, e, = | cosp |, =10
0 0 1

Die Rechenregeln fiir Rotation und Divergenz konnen sehr unschon werden, sind aber
hilfreich, wenn man Probleme mit bestimmten Symmetrien betrachtet. Allgemein gilt:

e Divergenz:

0 0
0, —(h1hsA,,) + a—vg(hghlA )]

1 0
VA= A
hl hzhg [(91)1 (h2h3 vl)

Dabei ist A,, die Komponente von A in Richtung von e,,

« Rotation:
A= h3Au,) = 5 —(haA (1A hs A,
V X h2h3 l@vg( 3 v3) 8’03( 2 U2)] ev1+h1h3 [803( 1 Ul) 87)1( 3 U(;)‘| (S
1 0 0
—(hoA,,) — — (M A ,
+ hihe l@vl( 2/ha) 0y (hn vl)] Cos
o Laplace:

1 i hahs Of hihs Of hihs Of
Af B h1h2h3 l@vl ( h1 62}1) * 90, 8 ( hg 8’02> * o0 87}3 ( h3 803”
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1.2.4 Integralsitze

Die Berechnungsvorschrift, bzw. die Definitionen von Kurven-, Volumen und Flachenin-
tegralen wird hier vorausgesetzt. Im Rahmen der Vektoranalysis lassen sich verschiedene
Integralsitze zeigen, die den Zusammenhang zwischen Raum und Flachenintegralen tiber
bestimmte Differenzialoperatoren darstellen.

1) Integralsatz von Gauf:

/dvv.A: as- A
1% ov

2) Integralsatz von Stokes:

/dS-(VxA): dr- A
S oS

3 Integralsidtze von Green: Mittels Rechenregeln fiir Divergenz und Rotation lassen
sich zwei weitere niitzliche Integralsétze leicht aus den Vorherigen ableiten, die hdufig
auch als partielle Integration in héheren Dimensionen bezeichnet werden:

[ av (62w —vag) = [ dS- (Vi - vVo),
[ aveay) = [ ds(eve) - [ av(vy-ve)
1% oV 1%
4) Transformationssatz: Ein bijektiver Koordinatenwechsel ¢ : B — D, x —
o(x) :=y erzeugt die Integraltransformation:

8(x1, Ta, ]33)

| Fray = [ Fe6)| det(Doto)|dx,  det(Do(x)) = T
Beispiel Kugelkoordinaten:

7 coSs ¢ sin @
x = | rsinp siné
rcos 6

Betrachte das Gebiet: D := {x € R*: |z|* =r%,r € R}:
2 2 2y 13 n T " 20,2 AT 5
/(m +y +z)dx:/ d<p/ d@/drr(rsm@):—r
D 0 0 0 o

1.2.5 Extremwertprobleme
Ohne Nebenbedingungen

Sucht man ein globales Extremum einer Skalaren Funktion f(x) so lassen sich die Kon-
zepte der eindimensionalen Kurvendiskussion leicht auf héhere Dimensionen tibertragen.
Wir betrachten hier den Fall einer Funktion f € C?*(R"™).

13



1) Notwendige Bedingung fiir Extrema: Der Gradient verschwindet:

2) Hinreichende Bedingung fiir Maxima (Minima): Die Hesse-Matrix:

2f & &y
Ox10x1 Ox10x2 : 0x10xn
9% f o a?f
Hf(xo) = 8x2.6:r1 PN Hfij(XO) = axax(xo)
. . 7 7
2%f 2%f *f
O0xn0x1 Oxndxy " O0TnOxTn

ist negativ (positiv) definit. Das bedeutet, dass fiir alle Vektoren x € R™ gilt:
x - Hf(x0)x <0.

Man kann die Definitheit auch iiber die Eigenwerte bestimmen:

Eine Matrix ist positiv (negativ) definit, wenn alle ihre Eigenwerte echt positiv
(negativ) sind.

Mit Nebenbedingungen

Wir betrachten dieselbe Funktion f(x), die unter den m-Nebenbedingungen g : R" —
R™ maximiert oder minimiert werden soll. Dabei muss gelten Vg;(zg) # 0 fir alle i =
1,2, ...,m. Dann findet man die Extremstellen durch lésen des Gleichungssystems:

Vix) =Y AVg(x)=0 und ¢ =0Vi.
i=1

Dies ist ein Gleichungssystem aus n+m Gleichungen zur Bestimmung der n Variablen und
m konstanten J\;, die man auch die Lagrange-Multiplikatoren nennt. Ob ein Maximum
oder Minimum vorliegt, muss man anhand verschiedener Stellen vergleichen.

1.2.6 Mehrdimensionale Taylorentwicklung

Wir betrachten eine Funktion f(x) € C*(R"). Dann ist die Taylorentwicklung mit dem
Multiindex o = (a, ..., ;) und den Definitionen:

0t oo " n
0% f = —— al = Q; al =11 a;!
f 8.1'&1 a{E%” ) | | ; (2] z:l_[l g

1

gegeben durch:
Fx) = Flx0) 4 > 210 Flxa)(x — %0)"
la|=0 "

Die ersten zwei Ordnungen der Taylorentwicklung einer Funktion f(r + a) den Punkt r
(also a = 0) in 3 Dimensionen kann man kirzer schreiben als:

flr+a)=f(r)+(a V) f(r)+ 5@ V)@ V) f(r)

mit (Einsteinsche Summenkonvention)

(a~ V) = aﬁz
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1.3 Delta - Distribution

Die Delta-Distribution é(x — z’) (verallgemeinerte auf eine sog. Testfunktion angewandte
,Funktion“) ist iiber das Integral:

[ dwste - ) () = {gj“”) L E Z;

definiert. Damit diese Definition bei Koordinatentransformationen erhalten bleibt,
gilt in mehreren Dimensionen, mit Funktionaldeterminante .J:

S(r—1') = &l 1160 — )

i=1

Die Ableitung (analog fiir den Gradient) der Delta-Distribution lésst sich durch mehr-
fache partielle Integration ermitteln:

/abdx 5(n)($ — ) f(x)=(-1)" /abdx §(z — I/>f(n)<l’>

Man kann auch eine Stammfunktion angeben. Z.B. fiir eine um 0 zentrierte Delta
Distribution gilt:

9(02) ~ y(0-) = lim [ dz d(a) =1

—€

Somit wird ein Sprung der Hohe 1 erzeugt:

0 <0
1 z>0

1 Jz| <L

y:=0(L—|z[) = {0

v= @(m) - { sonst

Zuletzt kann man auch eine Substitutionsregel angeben:

1
ldeal

d(h(z)) :i ox—wx), W(x)#0

mit x; den (einfachen) Nullstellen der Funktion h.

1.4 Fourier Transformation

Die Fouriertransformierte einer Funktion wird definiert als:

(F0)00 = g [ 060 dx.

Die Riicktransformation ist dann gegeben durch:

%) = e [, (P9 ¥ dic
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Dies zu zeigen ist nicht leicht. Hieraus folgt eine wichtige Darstellung der d-Distribution:

Sk — k) = / e (k) g (1.1)

(2m)™ Jr

Ein wichtiger Zusammenhang zwischen der Funktion und ihrer Fouriertransformierten ist
die sog. Paseval-Identitét:

Ll ax = [ [(Fg)(e) di.

Ein Fixpunkt der Fouriertransformation ist die Gauf3funktion, deren Fouriertransfor-
mierte wieder von der Form einer Gaufifunktion hat:

g(z) = ! exp (_(m—:z:o)Q> = (Fg)(k) < exp (— k2202> exp (—ikxg) .

2mo 202
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Kapitel 2

Klassische Mechanik

2.1 Newtonsche Mechanik

Die Newtonsche Mechanik beschreibt die Bewegung von Korpern. Anders als bei der Ki-
nematik betrachtet die Mechanik nicht nur die Form der Bewegung, sondern auch die
Ursache und weitere Zeitentwicklung. Da sich, wie man leicht zeigen kann, Schwerpunkte
von Korpern in Kraftfeldern bewegen als wéren sie Massepunkte lassen sich bereits Aus-
sagen iiber die Bewegung von Korpern treffen, ohne dass die Ausdehnung und spezielle
Form beachtet wird. Die konkrete Bewegung inklusive der eigenen Rotation usw. wird
spater behandelt.

2.1.1 Galileisches Relativitatsprinzip

Bei der Beschreibung einer Bewegung ist es notwendig ein Bezugskoordinatensystem fest-
zulegen, in dem die Bewegung beschrieben wird. Dieses Koordinatensystem ist frei wahl-
bar. Spezielle Koordinatensysteme sind die sog. Inertialsysteme:

Galileisches Relativitatsprinzip: Alle Naturgesetze haben in jedem Inertialsystem die-
selbe Form. Die Transformation zwischen zwei Inertialsystemen ist die Galileitransfor-
mation. Die physikalischen Gleichungen sind also forminvariant / kovariant unter
Galileitransformation

Die Galileitransformationen bilden die mathematische Struktur einer Gruppe. Sie lautet:
t'=XM+a (A==41; a €R)
@ =Rx+vt+b (Re€ 0O(3); v,b € R?)

Es gibt also 10 unabhangige kontinuierliche Parameter. Tatsachlich beruhen die
auch die 10 klassischen Erhaltungsgrofien auf diesen 10 Parametern. Abstiande in Raum
und Zeit sind unter Galileitransformation invariant. Offenbar ist zudem die Zeit in der
galileischen Betrachtung absolut, sie hangt, bis auf die Wahl eines Ursprunges, nicht von
der Wahl des Systems ab. Dies trifft in Einsteins spezieller Relativitédtstheorie nicht mehr
A

(2.1)

2.1.2 Die Newtonschen Axiome

Die klassische Mechanik beruht auf den Newton’schen Axiomen. Diese werden im Folgen-
den aufgelistet.
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Die Newtonschen Axiome:

1. Axiom: Ein Korper verbleibt so lange in Ruhe (v = const.) bis eine Kraft auf
ihn wirkt.

2. Axiom: Wirken Kréfte auf einen Korper so andert sich seine Raumkoordinate
zeitlich geméf:

mx(t) => Fy(t)
Hierbei gilt das Superpositionsprinzip fiir Kréifte und der Parameter m ist
die trage Masse.

3. Axiom: Wirkt ein Koérper A auf einen Koérper B eine Kraft so wirkt eine gleich
grofle Kraft mit entgegengesetztem Vorzeichen auf A:

Fap = —Fpa

Das zweite Axiom zeigt eine zusédtzliche Annahme der klassischen Mechanik:

Die Geschwindigkeit der Wechselwirkungen ist in der klassischen Mechanik un-
endlich.

2.1.3 Invarianz und Forminvarianz

Betrachten wir zwei Koordinatensysteme K und K’, die durch Galileitransformation aus-
einander hervorgehen, so haben die newtonschen Bewegungsgleichungen in beiden Syste-
men, wegen

d’>x’  d ox'dx d?x

T G o R@ (R unabhéngig von t)

und falls F ein Vektorfeld ist:

F'(x') = RF(x)

dieselbe Form, sie sind forminvariant oder auch kovariant. Es gilt:

Kovarianzz:  mx =F'(x',x'.t),

Die Invarianz einer Grofle ist hingegen wie folgt definiert:
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Invarianz: Die Funktion Y’ hangt in derselben Weise von den Koor-
dinaten, Geschwindigkeiten und der Zeit ab, wie Y:

Y'(x, X, ) = Y(x, %, t)

Das Relativitatsprinzip ist hierbei aus den Beobachtungen abgeleitet. In einem System,
in dem auflere Krafte wirken kénnen diese durchaus nicht invariant unter Galileitrans-
formation sein, die Kovarianz gilt aber weiterhin. Ein Beispiel ist eine eindimensionale
Reibungskraft:

F(&) =y = (3" —v) = F'(&)

Diese Kraft ist offenbar nicht invariant, da F'(i") # F(i') = ~4’. Hier sind die beiden
Inertialsysteme also nicht gleichwertig. Dies liegt an einem Medium, zu dem die Geschwin-
digkeit der Reibung relativ gemessen wird.

Invarianz von Paarkraften

Paarkrafte in abgeschlossenen Systemen miissen jedoch immer bis auf eine Rotation in-
variant unter der Galileitransformation sein. Dies wird klar, wenn man sich ein Elektron
vorstellt, welches um ein Proton kreist!. Die Kraft muss in jedem Inertialsystem in Rich-
tung des Verbindungsvektors von Elektron und Proton zeigen und zusatzlich natiirlich
auch denselben Betrag haben. Also muss gelten:

F(x,%,t) ~&°

RF(x',%',t)
Hier steht auf beiden Seiten dieselbe Funktion nur anderer Koordinaten! Diese Uberlegung
deckt sich genau mit den Experimentellen Beobachtungen.

2.1.4 Erhaltungssatze fiir abgeschlossene Systeme

In einem System aus N Teilchen kann die Kraft von den Geschwindigkeiten und Orten
der Teilchen des Systems abhingen®. Man unterscheidet meist zwischen internen Kréften
zwischen den Teilchen und externen Kraften. Man kann beweisen, dass eine interne Kraft,
die vom i-ten auf das k-te Teilchen ausgeiibt wird immer die Form:

X; — Xk

Fio = fae(|xi — xp]) ——

|%; — x|

haben muss, damit sie invariant unter Galileitransformation sein kann, was, wie oben
diskutiert, auf Paarkrafte zutreffen muss. Krafte dieser Form sind rotationsfrei und lassen

! Aufgrund der hohen Massendifferenz kann man die Bewegung der Relativkoordinate (siche Zweikor-
perproblem) als die Bewegung des Elektrons auffassen.

2Fiir ein Lipschitz stetiges F existiert immer eine eindeutige Losung der Bewegungsgleichung (Satz
von Picard-Lindelof). Die klassische Mechanik ist also streng deterministisch.
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sich stets als Gradientenfeld eines Abstands-abhédngigen Potenzials darstellen:

0
(9X,-

Entsprechend lassen sich die Potenziale in N-Teilchen Systemen superponieren, um auf
die Gesamtkraft zu schlieflen.

Die allgemeinste Form der Newtonschen Bewegungsgleichungen eines N-Teilchensystems
lautet:

Fi. =

V(|x; — xx]) -

mX—ZF + FEY(x;, %, 1), i=1,...,N. (2.2)
k#£i

Mit dieser Form kann man einige sog. Erhaltungssatze beweisen. Dlese gelten fiir abge-
schlossene Systeme, in denen ausschlieBlich die inneren Kréfte F( = —0y,V wirken.
V soll hierbei das Gesamtpotenzial, also die Summe der Paarpotenziale Vix(|x; —xx|) sein.

1. Impulssatz: Es folgt sofort aus der Bewegungsgleichung:

d N N
§ e -YE
=1 =1
~——
Gesamtimpuls P

Fiir abgeschlossene Systeme heben sich die Kréfte bei der Summierung iiber alle
Teilchen aufgrund des dritten Axioms F;, = —F}; weg, sodass der Gesamtimpuls
zeitlich erhalten ist:

P=0.

2. Drehimpulssatz: Es ldsst sich zeigen, dass gilt:

d
le pi = —L— szxF =M.
dt =
——— \—,_/
Gesamtdrehimpuls Gesamtrehmoment

Der Gesamtdrehimpuls lédsst sich in eine Komponente der Schwerpunktsbewegung
und eine Komponente relativ zum Schwerpunkt zerlegen. Fiir abgeschlossene Syste-
me ist dieser erhalten:

L=0.

3. Energiesatz: Aus der Bewegungsgleichung kann man durch Skalarmultiplikation
mit x; und Summation zeigen:

le

Z ml)'( = Z F; x;
Hier ist offenbar T' die gesamte kinetische Energie des Systems. Damit ist, da:

N
V= Zav X, = E=T+V=0

gilt die Gesamtenergie erhalten.
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Zusammen mit dem Schwerpunktsatz:

P=0 = X(t):X(O)+]\I;t

(Schwerpunkt X und Gesamtmasse M) gibt es in einem abgeschlossenen System also 10
Erhaltungsgrofen.

2.1.5 Beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten nun Koordinaten y, die nicht durch eine Galileitransformation, sondern
durch eine allgemeinere Transformation x = R(t)y + b(f) aus einem Inertialsystem x
hervorgehen. Man kann berechnen, dass fiir y dann die Bewegungsgleichung

my = K —2mw X y —may —mw X (w X y) —ma
—_————

Coriolis-Kraft Zentrifugalkraft

gilt. K ist hierbei einfach die rotierte urspriingliche Kraft K = RTF und ma = mRTb
wir auch die Fiihrungskraft genannt.

2.2 Das Zweikorperproblem

2.2.1 Allgemeine Betrachtung

Historisch und auch heute noch von Interesse ist das sog. Zweikorperproblem. Es geht
um ein abgeschlossenes System von zwei Korpern, die durch ein Potenzial, welches nur
vom Abstand dieser Teilchen abhéngt (s.o.), miteinander Wechselwirken. Man erhélt ein
separiertes System aus einer Relativ- und einer Schwerpunktsbewegung, wenn man die
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten einfiihrt:

Xzf = — .
i (mqx1 + maxa) , X =X — Xo

Die separierten Bewegungsgleichungen lauten:

mimy\ ., 0 G
( )x S VxD),  MX=o0.
~—_————

=u

g nennt man auch die reduzierte Masse und man verwendet die Abkiirzung |x| := 7.
Der Schwerpunkt fithrt also offenbar, wie fiir ein abgeschlossenes System zwangslaufig
gegeben, eine gleichférmig geradlinige Bewegung aus.

Die Relativbewegung

Der relative Drehimpuls ist erhalten, da die Kraft, die durch das Potenzial erzeugt
wird nattrlich parallel zur Relativkoordinate ist:

L = ux X X = const. = | = |L| = pr*yp = const.

Dies ist auch die Ursache fiir das zweite Keplersche Gesetz: Der Relativvektor iber-
schreitet in gleichen Zeiten gleiche Flachen, die Flachendnderung ist also konstant: F'(t) =
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P2 = 1/ (2p).
Die Energie der Relativbewegung ist in diesem abgeschlossenen System natiirlich auch
erhalten, wie man sehr leicht zeigen kann und man kann mittels Polarkoordinaten schrei-
ben:

1 12

E = —7?
il + 2412

+ V(r) = const.

Man fasst den Term, in dem der Drehimpuls auftritt, die sog. Drehimpulsbarriere mit
dem Potenzial V(r) zu einem effektiven Potenzial U(r) zusammen. Dadurch lasst sich aus
der Energieerhaltung die Bewegungsgleichung fiir r(t) integrieren. Aus der Kettenregel
de/dr = ¢/r lasst sich ¢(r) bestimmen. Insgesamt ist das Problem damit vollstindig
integrabel:

. dr r ldx
t(r) —t(ro) = :I:/T0 %(E @) p(r) —p(ro) = + ro 22, /2u(E — U(x))

2.2.2 Bahntypen

Fiir verschieden Potenziale und Energien ergeben sich unterschiedlich geformte Bahnen.
Uber diese lassen sich aber auch ohne eine explizite Form des Potenzials bereits Aussagen
treffen.

Gebundene Bahnen

Fiir Gebundene Bahnen ist r(¢) periodisch zwischen zwei Umkehrpunkten, die Bewegung
findet also in einem, zu beiden Seiten begrenzten, Bereich: £ > U statt. Ein Spezialfall ist
der Gleichgewichtspunkt, bei dem die Periodendauer gegen unendlich geht und der Radius
sich nicht mehr andert. Wahrend einer Periode in r &ndert sich der Winkel ¢ entsprechend
seinem Integral (Periheldrehung), sodass die allgemeine Form einer Gebundenen Bahn
eine Rosettenbahn ist.

Streubahnen

Bei Streubahnen ist der Bereich £ > U zu mindestens einer Seite hin nicht begrenzt.
Relevant sind vor allem Potenziale, die fiir » — oo verschwinden. In diesen Féllen hat die
Bahn fiir t — +o00 geradlinig gleichférmige Asymptoten. Der Relativwinkel x von ein- zu
auslaufender Asymptote hingt vom Abstand des , Teilchens“® von der Streuachse (zur
Einlauf-Asymptote parallele Achse durch das Streuzentrum), dem sog. Streuparameter
b ab. Dieser hingt durch die Erhaltungsgrofien iiber

[ =b\/2uE

mit der Energie und dem Drehimpuls zusammen. Der sog. totale Streuquerschnitt
(auch Wirkungsquerschnitt) o beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen ge-
streut wird. Er ist gleich der Flache der maximalen Streuparameter b, bei denen noch

3Man kann die Bewegung der Relativkoordinate als Bewegung eines Teilchens beschreiben, wenn man
sich als Beobachter in das Ruhesystem des anderen Teilchens begibt. Ist die Masse des einen Teilchens viel
Grofler als die des Anderen, so wird die Bewegung letzten Endes tatsichlich zur Bewegung des Leichteren.
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eine Streuung stattfindet. Der sog. differentielle Streuquerschnitt ist dann die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Teilchen in ein bestimmtes Raumwinkelelement d€) gestreut wird.

Es gilt:
dy -1
db '

do b
= b2 — =
7= Mmax. dQ  siny

2.2.3 Das Keplerproblem
Das Zweikorperproblem mit dem Gravitationspotenzial:

1
V(r) = —;Gmlmg

bezeichnet man auch als das Keplerproblem. Analog, nur mit anderen Konstanten, lasst
sich dieses Problem fiir das Coulomb Potenzial l6sen. Die Integralgleichung fiir () lasst
sich in diesem Fall explizit 16sen und man erhélt:

d
r=-——.
1+ ecos(p)
Mit den Parametern:
Ik 2FE1?
_GM,MQ’ - G2M2M3'

Fiir verschiedene Werte der Gesamtenergie ergeben sich verschiedene Formen der Bewe-
gung: Kreise fiir e = 0, Ellipsen fiir € € (0, 1), Parabeln fir ¢ = 1 und Hyperbeln fiir € > 1.
Fiir die Hyperbel bahnen erhélt man den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

do( GMp
dQ  \4Esin?(x/2)
also den Rutherford Wirkungsquerschnitt.

2.2.4 Der Laplace-Runge-Lenz Vektor

Fiir das Keplerproblem findet man eine weitere Erhaltungsgrofie den sog. Laplace-Runge-
Lenz-Vektor:

A=k xL—GM©2E,
T

Die Konstanz dieses Vektors kann man unter Verwendung der Drehimpulserhaltung und
natiirlich der expliziten Form des Potenzials V (r) o< 1/r zeigen. Dieser Vektor ist nur fiir
das Keplerproblem erhalten. Durch Bilden des Skalarproduktes x - A = r|A| cos ¢ kann
man die Bewegungsgleichung sofort angeben:

l?
"= GMp? + |Alcosp
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2.3 Lagrange Mechanik

2.3.1 Konfigurationsraum und Lagekoordinaten

In der Newtonschen Mechanik kann es aus geometrischen Griinden o.A. schwierig sein
alle Kréfte in einem gemeinsamen kartesischen Koordinatensystem zu finden. Mathema-
tisch waren weitere Koordinatensysteme, wie Polar- und Kugelkoordinaten bereits be-
kannt und man fragte sich, wie man die Newtonschen Bewegungsgleichungen durch diese
verallgemeinerten Koordinatensysteme ausdriicken kann. Lagrange gelang es eine solche
verallgemeinerte Form der Bewegungsgleichungen zu finden. Wir betrachten also ein N-
Teilchensystem mit den 3N kartesischen Koordinaten x = (xy, ..., Xy ). Durch sog. holo-
nome Zwangsbedingungen werden diese 3N sog. Freiheitsgrade auf f Freiheitsgrade
reduziert und zwar in der Art, dass der von diesen f Freiheitsgraden aufgespannte Raum
eine f-dimensionale Fliche im R3V bildet. Man nennt dies auch den Konfigurations-
raum. Da holonome Zwangsbedingungen eine Fliche im R3" Raum der Ortskoordinaten
x darstellen konnen sie nicht von den Geschwindigkeiten @ abhdngen. Den Konfigura-
tionsraum kann man durch f verallgemeinerte sog. Lagekoordinaten ¢ = (¢, ..., ¢/)
beschreiben. Die urspriinglichen Koordinaten werden dann durch die neuen Lagekoordi-
naten ausgedriickt:*

x = x(q(t),t).
Aus dieser einfachen Identifizierung lassen sich mittels der Kettenregel weitreichenden

Folgerungen treffen. Die Geschwindigkeit (i € R3Y) lassen sich z.B. durch:

ox L
E((b t) = ZL’((L q, t)

QD‘QJ

=y
ausdricken.

2.3.2 Lagrange Gleichungen erster Art

Sind die Zwangsbedingungen holonom, also durch eine Gleichung g(x,t) = 0 gegeben, so
erhalt man die Bewegungsgleichungen durch die Maximierung der Gesamtenergie mittels
der Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Unter Verwendung von

1
vz = Lpedxdt ool g

dx . df dx X

erhilt man die Lagrange Gleichungen erster Art

f
mx =F(x,t) + > Ngi(x,%,1).
i=1

Energieerhaltung liegt hier vor, wenn die Kraft konservativ ist und die Zwangsbedin-
gungen nur von der Koordinaten abhdngen. Man interpretiert die Groflen \;g; auch als
Zwangskrifte.

4Damit die Bewegung mit den Zwangsbedingungen vertriglich ist, miissen die Richtungsableitungen
fiir jedes ¢%, a € (1, f) linear unabhéngig sein.
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2.3.3 Variationen

Da sich die Lagrange Mechanik aus Variationen herleiten lasst und deren Verallgemei-
nerungen weitere Anwendungsgebiete der Physik betreffen, wollen wir hier den Begriff
der Variation einfithren. Bei einer festen Zeit t ist die virtuelle Verschiebung dx der
Koordinate z(q,t) definiert durch die Kettenregel:

I Oz
(Sflfzzaiqa(sqa.

a=1
Hiermit definiert man die sog. viruelle Arbeit
N f
0A = ZFz . 5Xi = Z Ka(Sqo‘
i=1 a=1
mit den Koeffizienten (verallgemeinerte Krifte):

K, = ZF’L ’ 8qa(Q7t)

i=1

Analog definiert man die verallgemeinerten Impulse, sodass:

N f
Z pi - 0X; = Z Pa0q”
i=1 a=1

gilt, die Variation des Impulses also gleich bleibt. Damit lauten die verallgemeinerten
Impulse nach der Kettenregel:

_@l( 't)
pa_aq-a Q7Q7

Als Letztes ist die sog. Variation einer Bahn von Bedeutung. Hierbei betrachten wir
eine Schar von Kurven

qx = q*(t) +Adq* (1),

wobei die f Funktionen d¢“ frei wahlbar sind. Diese sind die Variationen der Bahn. Die
Variation einer Funktion dieser Koordinaten ist dann definiert als:

SF(t) = ;AF(qA(t),qA(t),ﬂ\

A=0

Fiir stetig differenzierbare Funktionen vertauscht die Variation mit der Zeitableitung.

2.3.4 Lagrange Gleichungen zweiter Art

Mittels der Kettenregel und der bereits definierten Groflen erhalt man die Bewegungsglei-
chung:

dor or

— = =1,..
dt@qa 8qa s (CY 9 af)
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Dabei ist die Ableitung der verallgemeinerten Impulse:

oT
.cx = a - }K:x .
D 9g° +

Fiir sog. Lagrangesche Systeme kann man die verallgemeinerten Krafte durch das
Potenzial ausdriicken:
oV

Koy = —o—
0q”

Mit der Definition der

Lagrange Funktion: L(q,q,t) =T(q,q,t) — V(q,t)

erhilt man dann die Lagrange Gleichungen zweiter Art oder auch die:

Euler-Lagrange Gleichungen: —— — — =0 (a=1,...,f)

Dies sind f Bewegungsgleichungen fiir die Lagekoordinaten, die durch die skalaren Funk-
tionen 7" und V' gefunden werden kénnen. Die verallgemeinerten oder auch konjugierten
Impulse lassen sich dann durch

oL

- 55 (2.3)

Pa

ausdricken.

2.3.5 Das Hamiltonsche Prinzip

Die Gesetze der Mechanik (also die Lagrangen Bewegungsgleichungen) lassen sich fiir
Lagrangesche Systeme aus einem Extremalprinzip ableiten. Dies lésst sich auch fiir weitere
Formen verallgemeinern. Wir definieren die Wirkung;:
+(2)
Sla(t)] = dt L(q, 4,t) -

(1)

Das Hamiltonsche Prinzip besagt:

Hamiltonsches Prinzip: Die Wirkung einer mechanischen Bahn ¢(t) ist stationdr
(extremal) beziiglich einer beliebigen Schar ¢,(¢) von Variationsbahnen mit festen
Endpunkten:

05 =0

Aus dieser Variation erhélt man auch die Euler-Lagrange Gleichungen.
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2.3.6 Weitere Aspekte

Alternative Form der Euler-Lagrange Gleichungen

Unter Verwendung der Vertauschbarkeit von Variation und Zeitableitung kann man durch
Verwendung einer Koordinaten-freien Darstellung der Summe:

3N f
Zmzxz 0x; = Z Pa 6 == (p, 0q)
=1 a=1

als Skalarprodukt kann man die Euler-Lagrange Gleichungen Koordinaten-freien durch:

d

—{(p.dqg) = 0L
dt(}?, q)

ausdricken.

Aquivalente Lagrangefunktionen

Zwei Lagrangefunktionen L; und L, sind dquivalent, wenn sie sich nur durch die totale
Zeitableitung einer Funktion F'(q, t) unterschieden. Sie liefern dann identische Bewegungs-
gleichungen:

d
Ll_L2: &F(q,t)

Man kann dies nachrechnen oder durch das Hamiltonsche Prinzip zeigen.

2.3.7 Erhaltungsgroflien und Satz von Noether

Eine Funktion f(q, ¢, t) heiit Erhaltungsgréfe oder Konstante der Bewegung, wenn fiir alle
mechanischen Bahnen ¢(t) (also Bahnen, die sich geméafy der Euler-Lagrange Gleichungen
entwickeln) gilt:

d
— 5 1) = 0.
dtf(q,q,) 0

Zyklische Variablen

Aus den Euler-Lagrange Gleichungen kann man sofort zeigen, dass, wenn die Lagrange-
funktion unabhéngig von einer Koordinate ¢* ist, der zugehorige Impuls erhalten ist:

4 _4doL
at’ T atoge

Satz von Noether

Wir nennen Abbildungsscharen ¢, : Rf — R/ mit den Eigenschaften:

¢O:17 ¢/\o¢,u:¢>\+u
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einen Fluss®. Zu einem Fluss gehort ein sog. erzeugendes Vektorfeld v : R/ — R/:

Ein Fluss ¢, (t) = ¢x(q(t)) eine kontinuierliche Symmetrie der Lagrangefunktion, wenn
eine Funktion F\(q,t) (nur der Koordinaten!) existiert, sodass gilt:

d
tF)\<Qa ) .

L(QA?QA>t> = L(QaQ? ) + d

Damit lasst sich dann der Satz von Noether formulieren:

Satz von Noether: Sei ¢, eine kontinuierliche Symmetrie von L, dann ist:

= const.

(p, —0F = Z Do 88/\ ’

erhalten.

Die 10 klassischen Erhaltungsgrofien

Man kann jede Erhaltungsgrofle auf eine kontinuierliche Symmetrie zuriickfiih-
ren. Man kann folgern:

Zeitsymmetrie: hh=t+A Energierehaltung
transversale Symetrie: Or(x;) = (x; + Ab) Impulserhaltung
spezielle Galileitransformation: ¢, (x;,t) = (x; + Avt) Schwerpunktsintegral
Rotationssymmetrie: or(x;) = (R(e,\)x;) Drehimpulserhaltung

wobei R(e, A) eine Rotation um die e-Achse mit dem Vektorfeld v(x;) = (e x x;) und
v eine konstante Geschwindigkeit ist. Die Energieerhaltung ist dabei nicht direkt zu
folgern, allerdings kann man zeigen, dass gilt:

oL

cons a‘[;

2.3.8 Das Prinzip von Euler-Maupertuis

Fiir die Variation einer Bahnform® bei fester Energie, wobei die Endpunkte, aber nicht
die Endzeiten festgehalten werden, kann man ein weiteres Variationsprinzip herleiten. Fiir
ein System, in dem das Potenzial nur von den Koordinaten abhéngt, ist:

af i i
.904 q q ) Oé N

5Diese Bedingungen sind 2 der wesentlichen Eigenschaften von Gruppen. Man spricht daher auch von
Symmetriegruppen.
6Wie in HM. III ist die Form einer Bahn I unabhéngig von ihrer Parametrisierung ().
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Dadurch ist es sinnvoll das sog. mechanische Linienelement einzufithren, mit welchen sich
die kinetische Energie kurz ausdriicken lasst:

> LS ax)? Z Dderdd = T= (% 2
2: z - aﬁ 1904,3 q q - dt

Dadurch kann man mittels Substitution zeigen:

Prinzip von Euler-Maupertuis: Fiir die Variation einer Bahn bei festgehaltenen End-
zeiten und Energie gilt:

55, = 5/(1()2) JE —V(g)ds

wobei man Sy auch die reduzierte Wirkung nennt.

Zur expliziten Berechnung muss man die Kurve kann man die Bahn parametrisieren,
wobei dies nicht zwingend der gewohnte Zeitparameter ¢ sein muss. Wéhlt man z.B. ¢(7)
gilt mit der Gleichung von oben:

5/(1) VE = V(gr)T(a(r r=0

Die Losung der Variationsgleichung ergibt sich dann ganz allgemein durch die Euler-
Lagrange Gleichungen, wie im folgenden Abschnitt demonstriert wird.

2.3.9 Variationsprinzipien

Gegeben sei ein Funktional:

Fly] Z/abf(frf,yvy’)dx

mit den festen Randpunkten y(a) = A und y(b) = B. Gesucht ist diejenige Funktion y(x),
fir die Fly] extremal wird. Diese Funktion erhdlt man durch Losen die Euler-Lagrange
Differenzialgleichung:

Mehrere Funktionen

Betrachten wir ein Funktional von mehreren Funktionen:

b
Flyi, ..yn] =/ F s YN 1 o Y @)
so erhélt man stattdessen die N Euler-Lagrange-Gleichungen:

i@f(y,y’,x) o af(yvylax) _ S
= 5y o =0 (i=1,..,N).
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Mehrere Argumente

Sind mehrere Argumente gegeben, also y(x1, ..., x,) und das Funktional lautet:

y dy
— [d .../d woly, 22 2L e,
/ T B o g(y 0xq oz, = m)

wobei der Integrationsbereich B festgehalten wird, ergibt sich die Gleichung;:
=t axz 0(0zy) Oy

Fiir den Fall das eine der Koordlnaten z.B. die Zeit ist, aber auch Raumkoordinaten auf-

treten so nennt man in diesem Fall g auch eine Lagrangedichte. Solche Lagrangedichten

spielen z.B. in der Kontinuumsmechanik und der (Quanten-) Feldtheorie eine extrem
wichtige Rolle.

Allgemeiner Fall

Kombiniert man die beiden vorhergehenden Félle zu einem Funktional (y = (v1, ..., yn),

r=(x1,...,2,))
Sly,y', ] =/dx1.../den L(y;, 0;y;, x;)

so folgen erneut N Gleichungen:

oL oL

= 0.
20 (0ny;) Oy

>

=1

Verschiedene Nebenbedingungen
Isoemperimetrische Nebenbedingungen

Sind zusétzliche sog isoemperimetrische Nebenbedingungen in der Form:

b
Gyl :/a g(z,y,y")dz = C' = const.

gegeben so existiert ein Lagrange Multiplikator A, sodass:

Lly,\| = /abl(xay,y’,k) dz = /ab (f(z,y,9") = Ag(z,y,9)) dv

extremal wird. Dann ergibt sich y(x) durch die Euler-Lagrange Gleichungen angewendet
auf die Funktion I(z,y,y’, A). Die Nebenbedingung ist dann eine zusitzliche Gleichung
um alle Integrationskonstanten festzulegen.

Holonome Nebenbedingungen
Sind Holonome Randbedingungen, wie in der Lagrangen Mechanik, durch:
9oyt yn,z) =0 1<a<R<N
gegeben, so erhalt man aus der Variation die Euler-Lagrange Gleichungen in der Form:
(ivgzi Dy ZA 80?; '

a=1
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Funktionalableitung und Variation

Die Variation eines Funktionals lasst sich auch direkt als ,,Ableitungsvorschrlft interpretieren.
Man definiert die sog. Funktionalableitung. Diese ist die Funktion 2 [y] , die fiir alle Test-

/ <5F[y]> h(z)dzr = lim Fly+eh] = Fly

oy €

Diese Funktionalableitung ist, wie die gewohnliche Ableitung, linear und es gelten sowohl
Produkt- als auch Kettenregel.

funktionen” erfiillt:

Beispiel: Wir betrachten das Funktional:

Dann gilt:

/R OF h(z)dz = ljml (/R(y(x) + eh(z))%g(z) da — /Ry<x)2g(x) dx)

oy() =0 ¢

—tim [ @ye)eh(r)gla) + i o(e) dr

Also ist 5F([y; = 2y(x)g(z).

Die Behandlung in dieser Form ist relativ umsténdlich. Deutlich leichter wird die Be-
handlung, wenn man mit J-Distributionen rechnet. Dazu brauchen wir die Regel fiir das

Funktional:
— [ 1w -
R

Das heifit:
[ St e = tiny [ (7000 + eh)dle = 9) = F0)3(e = ) dy = i)
of(x) _ s
o) Y

Damit kann man dann mittels der Kettenregel sehr leicht weiterrechnen. Unter der Ver-
tauschung mit der Ableitung nach x erhalt man zudem:

6fx) _ & A
0f(y) _5f(y)d$"f() 'Y

Die Euler-Lagrange Gleichungen kann man dann mittels dieses allgemeinen Vorgehens
herleiten:

L
5S — ;/L(y,y,t’) dt = /g(y,y',t’) a

L d , 0L doL
/<5t—t+aydt/5(t—t)>dt— _c9

"Die Testfunktionen haben einen kompakten Tréager im Integrationsgebiet .
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Sehr angenehm ist, dass man nach diesem Prinzip auch héhere Ableitungen und weitere
Falle beriicksichtigen kann. Die Form der zu minimierenden Gleichung fiir Randbedin-
gungen ergibt sich so allerdings nicht.

2.4 Schwingungsprobleme

2.4.1 Konservative schwingende Systeme

Wir betrachten ein System, dessen Energie durch die f Lagekoordinaten ¢ = (¢, ..., ¢%)
festgelegt ist. Es soll die Energierhaltung in der Form
E=T(¢) +V(q)

gelten. Dabei sollen kinetische Energie und Potenzial in quadratischer Form vorliegen:

Z gaﬁ q q57 - Z kaﬁ q q67

a,f=1 aﬂ 1
wobei k und g symmetrische Matrizen sind. Dann kann man symmetrische Matrizen T
und V finden, sodass mit dem Spaltenskalarprodukt gilt:
T(4)=¢-T¢ uwnd V(g)=q-Vq.
Unter Ausnutzung der Symmetrie erhdlt man dann durch die Energieerhaltung:
dE

o =20 (Tq+Vq)=0

Da diese Gleichung fiir alle ¢ erfiillt sein muss folgt die Bewegungsgleichung:

Gg=—-Vq, mit V=T"'V.

Da V symmetrisch ist, ist V auch diagonalisierbar und man kann das Problem vollstindig
l6sen. Die Annahme einer Quadratischen Form fiir das Potenzial ist durchaus sinnvoll,
da jedes Potenzial um sein Minimum ¢y entwickelt eine solche Form aufweist, denn eine
Mehrdimensionale Taylorentwicklung liefert:

V _
2a%:1 3q°‘aq5‘ q QO)

2.4.2 Diskrete Symmetrien

Eine diskrete Symmetrie ist eine lineare Abbildung (,Matrix“) S : R/ — R/, die T" und
V invariant ldsst: T'(¢) = T'(S¢) und V' (¢) = V(Sq). Man kann folgern, dass S unitar sein
muss und mit V kommutiert:
S1=8T  [S,V]=SV-VS=0.
Daher gilt in einer Eigenbasis {e;}, von S:
Sek = )\kek = SVek = )\kf/ek

Es kann mehr als einen Vektor e, zum Eigenwert A\, geben. Da zwei symmetrische, kom-
mutierende Matrizen eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren besitzen, kann man nun
das Eigenwertproblem von V in jedem Eigenraum von S lésen, was die Dimension des
Problems verringert.
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2.4.3 Der eindimensionale Oszillator

Ein Oszillator der Masse m in einem harmonischen Potenzial V' = kz?/2 mit Reibungs-
und Treibkraft hat die allgemeine Bewegungsgleichung;:

F+ 207 + wiz = f(t),

wobei wy = (/k/m ist. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist durch die Summe der
homogenen Gleichung (ohne f(¢)) und einer partikularen Losung gegeben. Die homogene
Gleichung hat fiir verschiedene Verhaltnisse von A und wy unterschiedliche Losungen:

e )\ < w Schwingfall: Mit den Integrationskonstanten A; und A, gilt:

Thom(t) = €™M (A sin(wgt) + Aj cos(wpt))

e A\ > wy Kriechfall:

xhom(t) = Ble*Alt + Bgei)\gt mit
/\172 = )\:l:\/>\2—w3

e A\ = wy Aperiodischer Grenzfall: Aus einer speziellen Losungsmethode erhélt
man:

Thom (1) = (C1 + Cyt)e™

Fiir einen ungetriebenen Oszillator ist f(¢) = 0 und somit die homogene Lésung universal
gultig. Eine partikuldare Losung fir eine harmonische Treibkraft f(¢) = f,, cos(wt)
lautet:

Xpart (t) = fux(w) ™! mit
1
wi —w? + 2w

X(w) =

Man nennt x(w) auch die dynamische Suszeptibilitéat. Offensichtlich ist die partikuldre
Losung nicht geddampft, sodass sich nach einer gewissen Zeit immer die partikuldre Losung
als Schwingung einstellt. Die Schwingung verlauft dann im reellen gemaf:

2 = fulx(@)| cos(wt + 5(w))

Hierbei tritt Resonanz und Phasenverschiebung auf. Die Resonanzfrequenz erhélt
man aus dem Maximum von y(w) zu:

Wres = WE — 222,

2.4.4 Saitenschwingung

Man betrachtet viele paarweise gekoppelte harmonische Oszillatoren (Kopplungskraft P)
mit Abstand Az und Masse Am. Durch einen Kontinuumslimes Ax — dr — 0 und
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Am — 0 bei p = Am/Ax = const. erhdlt man fir kinetische und potenzielle Energie

folgende Gleichungen:
2 2
p [ ou(z,t)
T=*[a
) ’ 2 Jo ( ot

P Ju(x,t)
U:—/d !
2 Jo " ( Ox
Dabei ist u(x,t) die Auslenkung der Saite am Ort x. Die Lagrange Funktion ist entspre-
chend gegeben. Bei einer Variation der Wirkung muss nun eben auch in x variiert werden,
sodass die Lagrangedichte:

P
L(u,i,u',x,t) = gu(x,t)Q — Eu’(al:,t)2

betrachten missen. Aus dem Variationsprinzip (leicht mit Funktionalableitung) ergibt
sich die Gleichung:

ooL, 0oL oL
otou  Orou  Ou
Setzt man die erhaltene Lagrange dichte ein so fiithrt dies auf die bekannte Wellenglei-

chung mit der Wellengeschwindigkeit ¢ = /P/p:

’u 1 0%

2t _ %%,
ox? 2 Ot?

Dies ist ein erstes Beispiel einer Feldtheorie. Die Funktion wu(z,t) ist ein skalares, zeit-
abhangiges Feld, abhangig von einer Ortskoordinate x. Weitere solche Feldtheorien spiele
in der Teilchenphysik eine entscheidende und extrem fundamentale Rolle.

2.5 Feste Korper

2.5.1 Massenverteilung und Tragheitstensor
Ein starrer Korper wird durch die Massenverteilung
dm = p(y) d’y

beziiglich eines korperfesten Koordinatensystems y beschrieben. Im raumfesten Iner-
tialsystem x wird die Bewegung dann durch:

x(t) = R()y + b(t),  (Re€SO(3), beR?)

beschrieben. Man verwendet haufig zur Beschreibung der Rotation einen Vektor w fiir den
gilt:

. 0 —Ws3 W9
RTR=Q=| ws 0 —-w = Qy=wXxy (2.4)
—W2 w1 0

Viele relevante Groflen lassen sich durch die Massenverteilung beschreiben:
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Gesamtmasse: M = [dm

Schwerpunkt: X = M~! [dmx

Drehimpuls: L = [x x Xdm

kinetische Energie: T' = % [%x2dm

Die Gleichungen fiir konzentrierte Massenpunkte an einem Ort yq erhdlt man dann durch
das Massenelement, dm = mod(y — yo)d®y.

Man hat immer die Moglichkeit das korperfeste Koordinatensystem auf den Schwer-
punkt zu legen (Y = 0) oder auf den festgehaltenen Punkt (b = 0). In beiden Féllen
vereinfachen sich Gleichungen fiir Energie und Drehimpulse.

e Energie: Die Gleichung fiir die kinetische Energie lautet:
1 .
T = §Mb2 + Trot s

wobei sich die Rotationsenergie mittels des Tragheitstensors © ausriicken lasst:

1 1
O, = /dm (y25ik —yiyk) = Dot = §@ikwiwk = 500 - Ow.

e Drehimpuls: Fiir den Drehimpuls erhélt man analog:

L=Mbxb+ ROw.

Tragheitstensor

Der Tragheitstensor ist eine symmetrische, reelle 3 x 3 Matrix, die zeitunabhéngig ist,
da sie im korperfesten Bezugssystem berechnet wird. Sie ldsst sich aufgrund der Symme-
trie diagonalisieren und die Diagonalelemente werden dann Haupttriagheitsachsen
genannt. Die Komponenten des Tragheitstensors um eine um a verschobene, parallele
Achse ist nach dem Satz von Steiner durch:

L = O + M(a®6y, — a;a)

gegeben.

2.5.2 Bewegungsgleichungen
Die Bewegung eines starren Korpers lasst sich mittels der 6 Gleichungen:
MX =F (Impulssatz)
L=M (Drehimpulssatz)

beschreiben, wobei F und M beziiglich x = 0 zu betrachten sind. Der Drehimpulssatz
lasst sich leicht in das korperfeste System transformieren. Mithilfe des Vektors S = Ow,
also dem Drehimpuls der Eigenrotation, erhélt man:

S+wxS+RI(bx Mb)=R'M.
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Schwerpunkt als Bezugspunkt:

Wihlt man den Schwerpunkt als Bezugspunkt, also (Y = 0), do vereinfacht sich die obige
Gleichung zu:

St+wxS=N=R'M-XxF),

wobei N dann das Gesamtdrehmoment beziiglich des Schwerpunktes im korperfesten Ko-
ordinatensystem ist.

Kreisel:

Bei einem Kreisel wird der starre Korper im Aufthidngungspunkt x = y = 0 festgehalten.
Dadurch féllt der Impulssatz bei der Beschreibung weg. Es gilt b = 0 V¢ und N =
RTM. Die Gleichung von oben lésst sich im Hauptachsensystem auf die drei Eulerschen
Gleichungen zuriickfithren:

91@1 + (03 — 92)M2W3 = N1
92@2 + (91 — 93)&)30.]1 = N2
O3 + (02 — 61)wiws = N3

Durch die Bestimmung von w;(t) ist dann auch R(t) gegeben und die Rotation bekannt.
Man kann zeigen, dass fiir einen freien Kreisel (N = 0) nur die Rotation um die Achse
mit dem kleinsten und dem gréfiten Haupttriagheitsmoment stabil ist.

2.6 Hamiltonsche Systeme

In der Hamiltonschen Formulierung der Mechanik geht man dazu iiber nicht, wie im
Lagrange Formalismus, Koordinaten und Geschwindigkeiten, sondern Lagekoordinaten
und ihre jeweiligen konjugierten / kanonischen Impulse zu betrachten. Dafiir benétigt
man eine neue sog. Hamiltonfunktion, die man aus der Lagrangefunktion durch eine
sog. Legendre Transformation erhélt. Es gilt:

Hamiltonfunktion: H(q,p,t) = (p,q(q,p,t)) — L(q,4(q,p, 1), 1)

mit dem Skalarprodukt (p,q) = >, paq®. Dabei missen die Geschwindigkeiten durch
Auflésen von (2.3) nach ¢* bestimmt werden. Fiir eine quadratische Form der kinetischen
Energie und einem von ¢ unabhédngigem Potenzial ist die Hamiltonfunktion die Gesam-
tenergie.

2.6.1 Die kanonischen Bewegungsgleichungen

Die 2f-Koordinaten ¢, p nennt man auch die sog. Phasenraumkoordinaten. auf dem
Phasenraum. ¢ und p werden als unabhéngige, gleichberechtigte Koordinaten auf diesem
Raum aufgefasst, sodass d,q = d,p = 0. Durch Bilden der partiellen Ableitungen erhalt
man die sog. kanonischen Bewegungsgleichungen:

oH .. OH

Kanonische Bewegungsgleichungen: — =¢%, — =
OPpa dq*

—Pa (2.5)
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Auch diese Gleichungen kann man durch eine Variation der Wirkung erhalten. Aulerdem
erhélt man trivial:

OH _ 0L
ot ot

Durch die Einfithrung einer 2 f-dimensionalen Variable z := (¢, p1, ¢?, pa, ..., ¢/, py) kann
man die Bewegungsgleichungen durch die allgemeine Form:

2 oH
jfk = ngii mit g =
= Oz

%

ausdriicken. In Matrix-Vektor Schreibweise lautet diese Gleichung: & = eV, H. Die Matrix
e erfiilllt €2 = —1 und ¢! = €7 = —e. Man kann also leicht umformen: V,H = £74.
Mithilfe der Poissonklammer:

2 oF,  OF, (. O0F0F, OF 0F,
B} = 2 00, = 2 o o o o

i k=1

kann man die Anderung einer Beliebigen Funktion auf einer Bahn im Phasenraum durch:

d OF
F(et) = {H,F} + 5 (2.6)

ausdriicken. Die Bewegungsgleichungen haben dann die Form:

Das Rechnen mit Poissonklammern wird durch die drei sog. kanonischen Poissonklam-
mern erleichtert:

{¢a,"} =0,  {¢®,ps} =6ap,  {Parps} =0

Tatsachlich erfiillen die Poisson-Klammern die Bedingungen einer Lie-Algebra, analog
zu den Kommutatoren der Quantenmechanik. Allgemein ist diese Schreibweise niitzlich
um spater Beziehungen zur Quantenmechanik zu erkennen.

2.6.2 Kanonische Transformationen

Man nennt eine bijektive Transformation ; = ¢(x, ..., x25) kanonisch, wenn sie die ka-
nonischen Bewegungsgleichungen forminvariant lasst, also dass gilt:

ifj . 0H
Ekilk = [
k—1 al’z
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wobei H(z) = (H o ¢)(x) = H(x). gilt. Mittels der Kettenregel kann man herleiten, dass
diese Bedingung dquivalent dazu ist, dass die Jakobi Matrix A von ¢ e invariant lasst,
also dass gilt:

0x;

* al’j ’

A ATeA =¢.

Man nennt A dann symplektisch. Mathematisch bilden die symplektischen Matrizen
gleicher Dimension eine Gruppe, die man mit Sp(2f) bezeichnet. Fiir symplektische Ma-
trizen gilt:

AeSp2f) = (DetA)>=1

Eine solche Transformation lasst gemafl der Kettenregel auch alle Poissonklammern in-
variant ({Fy, Fy} = {F1, F2}). Um zu tberpriifen, ob eine Transformation kanonisch ist
geniigt es zu priifen, ob alle kanonischen Poissonklammern erhalten sind.

2.6.3 Kanonische Fliisse

Als einen kanonischen Fluss auf dem Phasenraum I' bezeichnet man eine Abbildung der
Form: ¢, : * — & = x(\), d.h eine Schar kanonischer Transformationen mit z(0) =
¢o(z) = x. Der Unterschied zur ,, gewdhnlichen“ kanonischen Transformation ist der kon-
tinuierliche Parameter A. Die Ableitung dieses Flusses nach \ nennt man das erzeugende
Vektorfeld:

dz  O¢y .

D= g @) = v(ea(2))
Die Bedingung, dass ein Fluss kanonisch ist lautet: Es existiert eine Funktion F'(x), sodass
gilt:

of -
Z_:Em'd d)<\)\) = gﬂi (z(N))

Man nennt F'(z) dann auch die erzeugende Funktion des Flusses. Diese Gleichung ist
analog zu den kanonischen Bewegungsgleichungen, wobei der Zeitparameter ¢ durch A
und die Hamiltonfunktion H durch F' ersetzt wurde. Die Losungsbahnen der Bewegungs-
gleichugen sind also auch kanonische Fliisse.

2.6.4 Satz von Liouville

Satz von Liouville: Ein Phasenraumvolumen
ist invariant unter einem kanonischen Fluss:

p(n(€) = u(9) -

Insbesondere gilt dies fiir die Zeitentwicklung.

Man kann dies durch den Transformationssatz der mehrdimensionalen Integration zeigen.
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2.6.5 Erhaltungsgrofien

Aus Gleichung 2.6 erhélt man sofort ein Kriterium zur Bestimmung der Zeitentwicklung
beliebiger Funktionen auf einer mechanischen Bahn. Aus der sog. Jacobi Identitat:

S, ok 3} + {2, fs) fuh + s fi}, fo} =0

erhalt man den Poisson’schen Satz:

Poisson’scher Satz: Seien zwei Erhaltungsgrofien F} und Fy gegeben, die nicht explizit

von der Zeit abhangen. Dann ist wegen der Jacobi Identitat auch die Poissonklammer
{F1, F»} erhalten.

Héufig erhdlt man hierdurch aber triviale Ergebnisse, wie {Fj, Fo} = c¢. Wenn sogar
{F1, F5} = 0 ist, so sagt man: F; und F; sind in Involution.

Die Gleichung 2.6 lasst sich leicht umschreiben. Wir bezeichnen die von F und H
erzeugten kanonischen Fliisse mit ¢, und ¢;, dann gilt:

d d

S F(4.p) = LF@) = (F,HY = —{H,F} =~ H(s(2)

Das ist der sog. Erhaltungssatz:

Erhaltungssatz: Die Grofle F' ist erhalten, wenn H unter dem von F' generierten Fluss
invariant ist.

2.6.6 Erzeugung kanonischer Transformationen

Wir betrachten eine moglicherweise zeitabhdngige Koordinatentransformation, dargestellt
als Funktion der alten Koordinaten: Z(xy, ..., zaf,t). Die neuen Koordinaten bezeichnen
wir mit: z = (Q', Py,...,Q7, P;). Da die Transformation kanonisch ist, sind die Bewe-
gungsgleichungen forminvariant, dazu wird allerdings eine neue Hamiltonfunktion K (Z,t)
benotigt. Damit dies zutreffen kann, missen die Lagrange Funktionen bis auf eine totale
Zeitableitung einer Funktion F(q, @, t) tibereinstimmen:

! f
Zpaqa_H(x7t):ZPQQQ_K(£7t)+ <Q7Q7t)
a=1 a=1

Durch Bilden des totalen Differenzials und einen Koeffizientenvergleich erhélt man die
Bedingungen:

oOF oF _ _ OF
—aiqa, Pa——@, K(x,t)—H(I(x),t)‘i‘E

Oft ist es auch niitzlich, die erzeugende Funktion nicht durch die Variablen ¢ und @),
sondern durch die alten Koordinaten ¢ und neuen Impulse P auszudriicken. Wegen der
letzten Gleichung leistet diesen Ubergang auf eine neue erzeugende Funktion S(q, P,t)
eine Legendre Transformation:

Pa (¢.Q.t).

f
S(q,P,t) = F(q,Q,t) + Y _ P.Q"
a=1
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Analog zum obigen Vorgehen erhélt man dann die Beziehungen:

a8 oS 08
— a9 4 QQZT&7 K(j},t):H<l’(Zf'),t)+a (27)

Um die kanonische Transformation dann explizit anzugeben muss die erste Gleichung
nach P, aufgelost werden und dann in die zweite eingesetzt werden. Man kann nun frei S
wahlen. Man nennt S nun die erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation
(nicht zu verwechseln mit der eines kanonischen Flusses).

2.7 Hamilton-Jacobi-Theorie

2.7.1 Der zeitunabhéngige Fall

Wir betrachten ein System mit zeitunabhéangiger Hamiltonfunktion H. Der Ansatz der
Hamilton-Jacobi-Theorie besteht darin, eine zeitunabhangige kanonische Transformation
zu finden, sodass die neue Hamiltonfunktion gerade einfach durch einen der neuen Impulse
gegeben ist: K = Py. Diese verallgemeinerte Impulskoordinate stellt dann natiirlich die
Energie dar und die Bewegungsgleichungen werden trivial:

: 0K
P, =- = =1,..
« aQa 07 (a ? 7f)7
. 0K . 0K
e = — — f [ —
Q ap. 0, (a=1,....f—1), Q oP; 1

Dieser Transformation ordnen wir die erzeugende Funktion Sy(g, P) zu, dadurch ist die
Hamiltonfunktion gegeben durch:

Hamilton-Jacobi Gleichung: H (ql, e’ gjf, . gj}?) =P;=FE (2.8)

Dies ist eine partielle Differenzialgleichung erster Ordnung fir Sy(g, P). Hat man Sy(q, P)
bestimmt so ergeben sich durch (2.7) die neuen Koordinaten. Eine Sonderstellung nimmt
im Zeitunabhéngigen Fall die Kombination der Gleichungen fiir @/ und Q; ein, da hieraus
folgt:

05,

oOF
Somit ist auch der zeitliche Durchlauf der Bahnkurve gegeben. Eine solche vollstdandige
Schar von Loésungen nennt man auch ein vollstindiges Integral.

(qap):t0+t

2.7.2 Separation

Partielle Differenzialgleichungen der Form von (2.8) lassen sich besonders leicht lésen,
wenn man sie in eine Form

05, 0, 05,
f (q Y aql) F(q ""7q ) an?"” 8qf>
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umschreiben kann. Man nennt dies auch einen Separationsschritt, da man die Koor-
dinaten voneinander getrennt, also separiert hat. Da beide Seiten dieser Gleichung von
verschiedenen Variablen abhangen, die sich insbesondere unabhangig voneinander andern
konnen, miissen die Seiten gleich einer Konstanten sein. Dies erfiillt ein summarischer
Separationsansazt:

SO(qlv 7qf) - Sl(q17P1) + SO(q27 "'ﬂqfa P27 7Pf) )

welcher auf die beiden getrennten Gleichungen:

98, 9SSy 9So

fithrt. Der Ansatz, dass es sich bei den Konstanten um die entsprechenden Impulse handelt
ist willktirlich, aber natiirlich zuldssig. Hierdurch ergeben sich Gleichungen fiir S(q, P).
Dadurch erhélt man in der Hamilton-Jacobi-Theorie die automatisch durch Losen der
Gleichung alle Erhaltungsgrofien des Systems. Lasst sich dieser Separationsschritt f-mal
ausfithren, so heifit das Problem vollstiandig Separabel. Analog zum summarischen
Separationsansatz ist der faktorische Separationsansatz:

/
flq) = H 9i(q:)

i=1

Solche Ansétze werden vor allem in der Elektrodynamik und Quantenmechanik verwendet.

Zyklische Variablen

Fiir zyklische Variablen ist die Separation besonders einfach. Geht die Variable ¢; nicht
explizit in die Hamiltonfunktion ein, so fithrt ein Separationsansatz automatisch auf

Slzplql_

2.7.3 Winkel-Wirkungsvariablen

Betrachtet man ein separables Problem ist p, = 9S,/0¢“ und man kann eine spezielle
Wahl der Koordinaten, die sogenannten Winkel-Wirkungsvariablen treffen, in denen
die Bewegungsgleichungen trivial werden. Die Wirkungsvariablen J, sind dabei gege-
ben, durch das geschlossene Kurvenintegral, bei festen ¢” mit 8 # «:

Jo L ﬁ Pa(q¥) dg” (2.9)

- 2
Man unterscheidet:

a) Rotation (Bsp.: Winkel ¢ in Polarkoordinaten): ¢* ist periodische Variable mit Pe-
riode ¢f und die Kurve v, verbindet ¢® = 0 mit ¢* = ¢

b) Libration (Bsp.: Position ¢ beim harmonischen Oszillator): die Kurve v, umschliefit
eine Flache im Phasenraum.

41



Nach Konstruktion sind die Wirkungsvariablen unabhangig von den ¢® und somit nur von
den P’s abhéingig, also ebenfalls erhalten: Somit definieren wir die J, als neue Impulse
und erhalten eine neue erzeugende Funktion Sy(g, J) = So(q, P(J)), die auf die kanonisch
konjugierten Winkelvariablen:

05

¢a(q7 J) - ﬁ

(2.10)
schliefen ldsst. Die neue Hamilton Funktion K(J) = Pf(.J) hingt nicht von den Winkel-
variablen ab und es gilt:

DK (J)
aJ,

P = =w(J) = ¢ =w(It+ Y (2.11)
Man kann zeigen, dass die Winkelvariablen alle Winkelvariablen periodische Bewegungen
ausfithren und zyklisch sind. Die Bewegung spielt sich also im Phasenraum auf einem f-
dimensionalen Torus ab. Da die verallgemeinerten Koordinaten ¢ = ¢(¢, J) Funktionen
der Winkel- und der Wirkungsvariablen sind und somit insbesondere gilt: g(¢+2mm, J) =
q(¢, J) mit m € Z/, kann man sie immer als eine Fourierreihe ausdriicken:

f
q“(t) = Z Agn,-.-,m,f exp (i Z mg(wﬂt + ¢€)) (2.12)

meZf B=1

Es ist klar, dass die Gesamtbewegung (Vektor ¢ mit allen ¢, ) i.A. nicht periodisch ist, da
die Kreisfrequenzen nicht immer kommensurabel, d.h. w’/w’ ¢ Q gilt. Sind zwei Frequen-
zen kommensurabel, spricht man von einer Entartung der Bewegung in diesen. Sind alle
Kreisfrequenzen kommensurabel, ist die Bewegung vollstandig entartet.

Adiabatische Invarianten

Wir betrachten ein (autonomes) integrables mechanisches System mit der Hamiltonfunk-
tion H = H(q,p, \), welche von einem externen Parameter A abhéangt. Die Bewegung des
Systems wird dann in eine Zeitskala:

T ~

mit Wy = max(w®)

Wmin a<f

beschrieben. Wir mochten nun Aussagen dariiber treffen, wie sich das System entwickelt,
wenn sich der Parameter A = A(¢) in der Hamiltonfunktion langsam zeitlich dndert. Die
Herleitungen sind recht ,wage®“ und es werden einige Naherungen gemacht, aber man
kann so zeigen, dass unter der Bedingung:

dA
T— << A 2.13
% (2.13)
die Wirkungsvariablen J, anndhend konstant bleiben. Driickt man also die Hamil-
tonfunktion durch die Wirkungsvariablen aus kann man Aussagen iiber die Anderung der

Kreisfrequenzen und der Gesamtenergie treffen.
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2.7.4 Zeitabhingige Hamilton-Jacobi Gleichung

Betrachtet man ein nicht autonomes System mit explizit zeitabhéngiger Hamiltonfunktion
dann macht man den Ansatz: K(Q',...,Q7, Pi,..., P/, t) = 0. Nach (2.7) ist dann die
zeitabhingige Hamilton-Jacobi Gleichung gegeben durch:

08 08
—+H(q,—,t] =0 2.14
Die Bewegung in den urspriinglichen Koordinaten ergibt sich wieder aus den Gleichungen:
oS
o, (q, P,t) = Q“ = const. (2.15)

Ist H nicht zeitabhéngig geht das zeitabhéngige Problem durch ,Separation der Zeit“
direkt in die zeitunabhéngige Gleichung iiber.

Zusammenhang zum Hamiltonschen Prinzip

Die Erzeugende S der zeitabhéngigen Hamilton-Jacobi-Theorie hangt mit der Wirkung
Slq(t)] aus dem Hamiltonschen Prinzip zusammen. Bildet man das totale Zeitdifferenzial
von S, so erhilt man:

d ! :
&S: Z(paqa+QaPa+(K_H>>:L

a=1

Die Differenz der Erzeugendenfunktion ist also die Wirkung.

43



Kapitel 3

Spezielle Relativitatstheorie

Im ausgehenden 19. Jahrhundert traten in der Physik vermehrt Phianomene auf, die die
Giltigkeit des Galileischen Relativitdtsprinzips in Frage stellten. Hier sei insbesondere die
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit bei Nicht-Existenz eines Athermediums (Michelson-
Morley-Experiment) und die fehlende Invarianz der Maxwell-Gleichungen unter
Galilei-Transformation genannt. Der Physiker Albert Einstein schlug daher zu Beginn
des 20. Jahrhunderts eine Abwandlung des Relativitatsprinzips vor. Kurz danach verof-
fentlichte der Mathematiker Henri Poincare dhnliche Thesen.

Dieses Kapitel soll nur einen kurzen Uberblick liefern, damit die kovariante Schreibwei-
se in der Elektrodynamik nicht neu eingefithrt werden muss und die wichtige Entwicklung
der Physik im beginnenden 20. Jahrhundert nachvollzogen werden kann.

3.1 Das Einsteinsche Relativitatsprinzip

Die beiden oben genannten Befunde legen nahe, dass die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
in jedem Inertialsystem gleich ist. Dies fiihrt auf:

Einsteinsches Relativitatsprinzip:

e Die Lichtgeschwindigkeit hat in jedem Inertialsystem denselben konstanten Wert
c.

e Die Physikalischen Gesetz sind in jedem Inertialsystem gleich, d.h. forminva-
riant / kovariant unter der entsprechenden Transformation.

Offen bleibt die Frage: Welche Transformation vermittelt zwischen zwei Inertialsystemen?
Die Galileitransformation ist ausgeschlossen, da sie auf die klassische Geschwindigkeits-
addition fithrt und somit ¢’ = ¢ + v # c ist.

3.2 Die Vierdimensionale Raumzeit

3.2.1 Vierer-Vektoren und Tensoren

Aus kurzen Uberlegungen kann man ableiten, dass das erste Postulat des Einsteinschen
Relativitatsprinzips die Existenz einer absoluten Zeit, wie bei Galilei und Newton, ver-
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bieten. Dann sonst kann eine Geschwindigkeit niemals konstant bleiben, wenn sich die
Ortskoordinate dndert. Die Zeit ist also ebenfalls von der Transformation betroffen. Dies
motiviert dazu Ort und Zeit zu einer vierdimensionalen Raumzeit zusammenzufassen.
Die gesuchte Transformation muss das Wegelement:

konstant lassen. Dies kann man sich plausibel machen, indem man sich einen Lichtstrahl
vorstellt, der sich mit ¢ fortbewegt, sodass As* = 0 wobei s; = (f1,x;) das Ereignis (Punkt
in der vierdimensionalen Raumzeit) der Aussendung und s, das Ereignis des Empfangs
des Lichtes ist. Dies kann man als den Erhalt des Skalarproduktes zweier sog. Vierer-
Vektoren definieren. Dabei gilt:

0= ct, 2t 2% 2%)

kovarianter Viererortsvektor: z, = (g = ct,—a', —2* —1%).

kontravarianter Viererortsvektor: = (x

Der Index p ist griechisch und lauft daher von 0 bis 3. Diese Vektoren liegen im Vektorraum
R*. Die Konstanz von s? von oben macht die Einfithrung des Skalarproduktes:

(A,B) := A°B" — A'B' — A>B? — A%B® = A,B" = A"B,

plausibel. Dieses wird auch durch den Metriktensor:

1 0 0 0
o -1 0 o0
910 0 -1 0
0 0 0 -1
erzeugt!
(A,B)=A-nB.

In dieser Notation sind A bzw. B ,, gewohnliche® kontravariante Spaltenvektoren. Index-
weise lautet die Gleichung also:

A*B, = g,, A" B

Der Metriktensor vermittelt also zwischen ko- und kontravarianten Vektoren:

Ay =nuA”.

Es sei angemerkt, dass grundsétzlich offenbar g, = ¢" gilt. Es macht aber fiir die
Summation ggf. einen Unterschied. Man kann durch Betrachtung der Verkettung von 2
Transformationen zwischen Inertialsystemen zeigen, dass diese gesuchte Transformation,
ab hier schon vorgreifend Lorentztransformation genannt, linear ist. D.h. man erhélt
die Transformierten Koordinaten gemaf:

't = A v

In der Teilchenphysik verwendet man meist die hier vorliegende Version von g. In der Kosmologie
wird haufig stattdessen —g verwendet.
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wobei A € R4, Das bedeutet fiir das Skalarprodukt:
:L*;Lx'“ = gtz = G NN 2P 37

Dieses soll nun invariant unter Lorentztransformation sein. Das heif3t:

9po = g;LVAMpAVO- = g = ATgA .

Man kann zeigen, dass ein Inverses Element existiert und es gilt:

(A’l)“l, _ gupAapgw ALK

v

Betrachtet man damit wieder das Skalarprodukt z,2* so erhalt man:

A )V I v PO 173 v _px [ « v
z, 7" = gu N N 2’2 = g, A" N g7 001" = (A ra)x

Dies zeigt also die Bedingung fiir die Transformation von kovarianten Vierer-Vektoren:

r v
:E“—Auxy.

Transformationseigenschaften

Insgesamt nennt man Groflen, die wie die Koordinaten-Vierer-Vektoren transformieren
allgemein Vierer-Vektor und es gilt:

kontravarianter Vierer-Vektor: At = A" AY

kovarianter Vierer-Vektor: A’# =ASA,

Analog definiert man Vierertensoren, die entsprechend wie folgt transformieren (hier
fiir Tensoren des Ranges 2):

kontravarianter Vierertensor: T = A“aA”ﬁTO‘B

kovarianter Vierertensor: T, = AMO‘AV'B Ths -

Es gibt auch gemischte Tensoren:

T", = A" AT
v _ a AV B
T’“ = A# 51,

Wichtig ist zudem, wegen: (A,A") = A A" = A, A"
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Lorentzskalare sind unter Lorentztransformation invariante Grofien.

Differenzialoperatoren

Besonders wichtig sind die Transformationseigenschaften der Differenzialoperatoren. Wir
betrachten die Anwendung des Differenzialoperators

0 0
b~ |2 _
o (a v).

Die Kettenregel zeigt, dass dieser Transformiert, wie ein kontravarianter Vektor und die
Bezeichnung daher berechtigt ist:

9 _0Ox, 0 #i_ B oap
8xL_8xL8mp_Ap6xp_Apa

o =

Dementsprechend bezeichnen wir auch den zugehorigen kovarianten ,,Differenzialvektor*:

0 0 0 0
= — = —_— M. — _—
On'= Gn <8m0’v> O oz, <(‘3a:0’ V)

Dementsprechend ist das Objekt "B, = 0,B" ein Skalar und das Objekt 0"s ein kon-
travarianter Vier-Vektor. Zuséatzlich ist der d’Alembert Operator:

die Verallgemeinerung des Laplace Operators und ein Lorentz-Skalar.

Ereignisse

Ein Ereignis ist ein Punkt in der Raumzeit z; = (ct, 2!, 2% 2*). Man unterscheidet 3
verschiedene Arten von Verbindungen zwischen zwei Ereignissen x; und x5:

» zeitartig (time-like)
As? == (11 — 13)* = At — Ax* > 0

Der raumliche Weg von x; nach x5 ist klein genug, dass eine Information die sich mit
¢ ausbreitet, diese in der Zeit At zurticklegen kann. Die Gesamtheit aller Punkte,
die bezogen auf x; zeitartig sind, nennt man Zukunft von x;. Die Gesamtheit der
Punkte, von denen aus x; in der Zukunft liegt sind die Vergangenheit von z;

« raumartig (space-like)
As® = cAt? — Ax? < 0

Die rdaumliche Entfernung zwischen x; und x5 ist so grof}; dass die Information
diese nicht in der Zeit At zuriicklegen kann. Die Gesamtheit dieser Punkte sind das
Anderswo von x;.
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» Lichtartig (light-like):
As®* =0
Die Existenz von negativen As? = z,2* bedeutet, dass der R* mit dem hier verwendeten

Skalarprodukt kein metrischer Raum ist. Wir bezeichnen ihn, um davon abzugrenzen,
als Minkovski Raum.

3.2.2 Die Lorentztransformation

Die Matizen der Lorentztransformation bilden eine Matrixinvarianzgruppe beziiglich der
Invarianzbedingung:

g=ATgA.

Die Gruppenaxiome sind relativ leicht zu tiberpriifen. Zudem gilt:

det A = £1.

Man nennt die Gruppe auch O(3,1). Die Untergruppe der Lorentztransformationen mit
det A = +1 wird auch mit SO(3,1) bezeichnet. Man unterscheidet zudem zwischen ver-
schiedenen Klassen von Lorentztransformationen mit und ohne Spiegelungen usw. Dies
sei hier aber nur kurz erwahnt. Zudem bildet die Lorentzgruppe eine Lie-Gruppe mit der
Lie-Algebra:

[JHV, JP) =i (g"PJHT — ghP YT — g"% JHP 4 gHo JvP)

Die Lorentzgruppe hat 6 freie Parameter, die wir als Lorentz-Boosts in die drei Raum-
richtungen und drei Rotationswinkel. Die Poincare Transformation fligt dem 4 weitere
Parameter hinzu, die eine konstante Verschiebung im R* darstellen, hinzu:

Poincare-Transformation: 1™ = A" 2" + a*.

Die Lorentztransformation zwischen zwei Inertialsystemen, die sich in einer ausgezeich-
neten Richtung mit der Geschwindigkeit v gegeneinander bewegen, heift spezielle Lor-
entztransformation und ist durch:

ct’ v o =B 0 0\ [ct
dH =8 oy 0 0|2t
22 0 0 1 0f[=a?
' 0 0 0 1) \a®
mit
v 1

= T AE

gegeben. Die allgemeine Lorentztransformation ergibt sich durch eine Verkniipfung mit
Rotationen. Die Inverse Transformation ist zwangslaufig durch die Ersetzung § — —(
gegeben. Fiir 8 — 0 erhalten wir mit v — 1 die spezielle Galileitransformation.
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3.3 Folgerungen der Lorentztransformation

Wir betrachten im Folgenden einige tiberraschende Effekte, die sich aus dem Einsteinschen
Relativitétsprinzip ergeben. Man kann diese auch komplett ohne die Lorentztransformati-
on herleiten! Wir werden hier aber der Kiirze halber immer von zwei Koordinatensystemen
ausgehen, die mit der Relativgeschwindigkeit v in einer ausgezeichneten Richtung zuein-
ander bewegt sind und dann die Lorentztransformation anwenden.

3.3.1 Relativitat des Abstandes

In dem Urspriinglichen Inertialsystem /C sei die Differenz zweier Ereignisse gegeben durch:
AS = (At,Ax). Da die Lorentztransformation linear ist, konnen wir sie direkt auf diese
Differenz anwenden, anstatt einzeln auf die Ereignisse.

Raumlicher Abstand

Angenommen in K geschehen die Ereignisse am selben Ort, dann ist Az = 0. Das Anwen-
den der Lorentztransformation liefert in einem anderen System K’ aber einen entsprechend
geanderten Wert: Az’ = —yvAt. Der raumliche Abstand ist also in den beiden Systemen
unterschiedlich. Dieses Ergebnis erhalten wir allerdings auch bereits in der galileischen
Betrachtung, daher ist es nicht weiter iiberraschend. Wichtiger ist der nachste Punkt.

Gleichzeitigkeit

Nun geschehen in I die beiden Ereignisse Gleichzeitig, sodass At = 0 ist. Dann folgt
ebenfalls in K’ ein veranderter Wert: At = —v Ax. Die Gleichzeitigkeit zweier Ereig-
nisse ist also vom Bezugssystem abhéngig! Dies ist ein iberraschendes Ergebnis, welches
sich bei Galilei nicht ergibt.

Allgemein nennt man Groflen die vom Bezugssystem abhéngen relative Grofien und
vom Bezugssystem unabhéngige absolute Grofien.

3.3.2 Zeitdilatation

Sei ein Zeitintervall AT in K gegeben. Dann verdndert sich dieses bei Lorentztransforma-
tion zu K’ zu

AT = yAT .

Das Zeitintervall erscheint also von dem bewegten Bezugssystem aus langsamer zu ver-
streichen. Diesen Effekt nennt man auch Zeitdilatation. Diese wurde bereits mit hoher
Préazision experimentell iiberpruft.

Eigenzeit

Wir Betrachten nun das Zeitmaf}, dass in einem Ruhesystem eines bewegten Korpers
mit der Bahn v(t) von einer mitbewegten Uhr gemessen wird. Dieses bezeichnen wir
als Eigenzeit 7. Ein Zeitintervall A7 steht mit einem Zeitintervall in jedem anderen
Bezugssystem At geméB der Zeitdilatation in der Bezichung At = At/v(v(t)). Wird
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betrachten den gesamten Vorgang nun infinitesimal und erhalten eine wichtige Gleichung
fiir die Eigenzeit:

ta dt
A:/\/l— £)2 dt dr = &
T \ B(t) = T

g

Diese Eigenzeit ist eine Eigenschaft der Bahn und somit Lorentz-Invriant. Sie ist ein-
fach durch den Zeigerstand der mitbewegten Uhr definiert und kann somit auch nicht von
Bezugssystem abhéangen.

Allgemein nennt man Groéflen, die in einem mitbewegten Koordinatensystem definiert
sind Eigengrofien.

3.3.3 Doppler-Effekt

Aufgrund der Zeitdilatation verdndern sich in verschiedenen Bezugssystemen die Peri-
odendauern von Schwingungen und dadurch auch die Frequenzen. Abhangig von dem
Winkel, unter dem die Quelle zum Beobachter steht lautet die Frequenzverschiebung da-
her:

V=P

CL):wol—l—ﬁcOSG'

Dabei ist # der Winkel zwischen der Verbindungsvektor zwischen Quelle und Beobachter
und der Relativgeschwindigkeit v.

3.3.4 Langenkontraktion

Analog zur Zeitdilatation betrachten wir ein Lineal mit der Linge AL = x1 — x5 in K. AL
ist somit die Figenldnge des Lineals. Es sei zudem in Richtung der Relativgeschwindig-
keit ausgerichtet. Bei einer Lingenmessung in X' werden die Positionen der Endpunkte
gleichzeitig gemessen, d.h. At' = 0. In K’ gilt fiir die Position der Endpunkte:

xll = 7(1:1 - Utl) ) «TIQ = ’Y(.TQ — UtQ)

Dies fiuhrt mit

At =0 & tl—tQZ%(l‘l—xg)

insgesamt auf:

N
Y

Das Lineal wirkt also von einem bewegten Bezugssystem aus kiirzer.
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3.3.5 Relativistische Geschwindigkeitsaddition
Es bewege sich ein Koérper in K mit der Geschwindigkeit

<d$1 dx? dad ) T

: t) =
Koo =g @ @

Wie transformieren sich diese beim Ubergang in K'? Wichtig ist hier, dass die Relativge-
schwindigkeit in 2! Richtung weist. Wir suchen also nach:

dl’ll dJ}/Q dx/B T
/. TN
K u<t>_(dt”dt”dt’)

Um diese zu finden, betrachtet man die Lorentztransformation fiir die infinitesimalen Ele-
mente (dt, dz', dz?, dz?) und bestimmen die Komponenten von u’(¢) durch entsprechende
Division. Dadurch erhalten wir:

U — Uy —v u/_l Uz u/_l us
Ll — oy /e 2yl —vuy/c?’ Pyl —wuy /e
Man kann leicht berechnen, dass, falls [u| = ¢ gilt, auch |u’| = ¢ folgt, sodass sich

der Korper auf keinen Fall schneller bewegen kann als die Lichtgeschwindigkeit. Dies
ist wichtig fiir die Konsistenz der Theorie.

3.4 Relativistische Mechanik

3.4.1 Hamiltonsches Prinzip und Lagrangefunktion

Wir leiten die Lagrange Funktion aus dem Hamiltonschen Prinzip der minimalen Wirkung
ab. Diese ist ein Skalar und darf somit nicht vom Bezugssystem abhédngen. Die Einzige
Moéglichkeit die Wirkung fiir ein freies Teilchen somit passend festzulegen ist:

b
S:—a/ ds,

wobei a ein noch zu bestimmender Parameter ist. Die Wirkung ist also das Kurvenintegral
iiber einen 4-dimensionalen Weg in der Raumzeit. Im Ruhesystem des Teilchens gilt:
ds = cdr. Damit kann man umschreiben:

/abds:/:bcdr:/t:",u—ﬁ(t)?dt (3.1)

a

wobei ¢ ein Zeitmaf in einem mit v(t) gegeniiber dem Teilchen bewegten System, bzw.
das Zeitmaf eines Systems, in dem sich das Teilchen mit v(t) bewegt ist. Die Lagrange

Funktion lautet also L = —acy/1 — (¢)?. Da im nichtrelativistischen Grenzfall L,... =
muv?/2 gilt, kann man « bestimmen. Dadurch gilt:

b 02
S:—mc/ds, L=-mc%/1l——.
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3.4.2 Energie und Impuls

Aus der Lagrangefunktion erhélt man in Verallgemeinerung der klassischen Prinzipien
den Impuls:

oL mv

Poov Vit

Die Energie ist hierbei letztlich durch die Legendre-Transformation zur Hamiltonfunktion
gegeben:

E=p-v—-1L,
woraus folgt:
2
mc 9
FE = ﬁ = m-c .

Insbesondere folgt hier fiir die Gesamtenergie, wenn man sie durch den Impuls ausdriickt:

E? = p? + m2ct.

Dies ist die wichtige Energie-Impuls-Beziehung der relativistischen Mechanik. Man nennt
die Energie F = mc? fiir ein Teilchen, welches in Ruhe ist (p = 0) auch die Ruhenergei.
In der sog. ultrahochrelativistischen Naherung (exakt fiir masselose Teilchen) gilt:

masselos: E=pc.

Das Hamiltonsche Prinzip fithrt mit ds = |/dz, dz* = \/u,u# d7 auf die Gleichung:

Ouy

or =0

Ein freies Teilchen bewegt sich also mit konstanter Vierer-Geschwindigkeit. Dieses Ergeb-
nis macht die Einfiihrung des Vierer-Impulses plausibel:

P = mut = (mye, myv') = (C,pl) .

wobei v® und p’ die ,, gewohnlichen“ 3-dimensionalen Impuls- und Geschwindigkeitskom-
ponenten sind. Das Skalar P*P, = m?c? liefert damit ebenfalls die obige Energie-Impuls-
Beziehung. Dieser Vierer Impuls ist fiir ein freies Teilchen zeitlich erhalten und sein
Betrag ist lorentz invariant. Es ist wichtig diese beiden Eigenschaften nicht durchein-
ander zu bringen.
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3.4.3 Vierer-Geschwindigkeit und Vierer-Impuls
Geschwindigkeit

Um einen kontravarianten Vierer-Vektor zu finden, des als Analogon zur Geschwindigkeit
fungieren kann, miissen wir uns die Frage stellen nach welcher Grofle letztlich abzuleiten
ist. Damit diese Vierer-Geschwindigkeit kontravariant sein kann, muss nach einer Lorent-
zinvariante abgeleitet werden. Es bleibt nur die Eigenzeit 7:

dat
p_ =
“ dr
Nach der Kettenregel erhalten wir somit:
dax* dt
H _ - = .
at ar ~ 1 ev)

Die Norm dieser Vierer-Geschwindigkeit hat eine einfache Bedeutung: w,u” = ¢*. Im

nichtrelativistischen Grenzfall erhalten wir die gewohnliche Geschwindigkeit.

3.4.4 Bewegungsgleichung

In der klassischen Mechanik erhilt man die Bewegungsgleichung aus der Anderung des
Impulses bei gegebener Kraft. Dies wird nun einfach verallgemeinert, sodass wir das 4-
dimensionale Analogon zur newtonschen Bewegungsgleichung erhalten:

o dw

WH = =m—.
or de

(3.2)

Jetzt muss noch gezeigt werden, wie diese sog. Minkovski-Kraft aus den Komponenten
der Dreidimensionalen Kraft hervorgeht. Dazu betrachten wir die drei Ortskomponenten
der Bewegungsgleichung:

opr d(myv?)

Wt = = = ~["
or i dt "

Fir die Zeit-Komponente betrachten wir d(u,u”)/dr = dc¢?/dr = 0. Daraus folgt:

s
dr — dr’
Somit ist du®/dT = (u’/u®)(du’/d7), woraus folgt:
WO i,YFi
ye— = yv'—.
m m

Damit haben wir den Zusammenhang zwischen F* und W* endgiiltig gefunden und es ist:

W“z*y-(FU,FZ) )
c
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Hiermit und mit der Bewegungsgleichung folgen aus der 4-dimensionalen Theorie direkt
der Energie und der Impulssatz:

dE . dp'

ab _ P .
at v at (3.3)

Insgesamt haben wir also eine Lorentz-kovariante, also dem Relativitatsprinzip gentigende
Bewegungsgleichung gefunden.

Dreidimensionale Bewegungsgleichung

Die letzte Frage zu diesem Thema ist, wie nun die dreidimensionale Bewegungsgleichung
bei relativistischen Geschwindigkeiten aussieht. Diese kann man relativ leicht aus den
gefundenen Energie- und Impulssitzen (3.3) , sowie aus der Bewegungsgleichung (3.2)
herleiten:

1d ’ d

F= L8 ) = Smont = S (Bv /) =

vap  pav
c2dt 2 dt

Insgesamt erhédlt man also durch neues Anordnen der Terme:

3.4.5 Aquivalente Lagrangefunktion und Satz von Noether

Wegen (3.1) erhalten wir eine dquivalente Form der Lagrange Funktion, mit der sich
Erhaltungssatze leichter untersuchen lassen:

L = —mcy/uru, .

Wir betrachten die als kontinuierliche Symmetrietransformation den Translationsanteil
der Poincare-Transformation also:

x/o‘:xo‘—i—)\ég, v =05 .
Unter dieser Transformation ist die Lagrange-Funktion komplett invariant, sodass gilt:
F, = 0. Damit ist:
oL

ou® v

% = —mug = const.

Die Translationsinvarianz liefert also die Erhaltung des Vierer-Impulses.
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3.4.6 Kinetische und Potenzielle Energie

Die relativistische kinetische Energie ergibt sich, wenn man von der Gesamtenergie die
Ruheenergie subtrahiert:

T =mc*(y—1).

Dies ergibt den korrekten nichtrelativistischen Grenzwert. Dies kann auch iiber die Arbeit,
die eine Kraft verrichtet (A7 = F-dx = Fo'dt = ...) ,hergeleitet” werden. Die Bedeutung
der kinetischen Energie fiir die Bewegung des Teilchens bleibt also die selbe.

Die relativistische potenzielle Energie betrachten wir, indem wir ein Teilchen in
einem externen, konservativen Kraftfeld betrachten, d.h. —dU = F -dx <« —dU =
Fivtdt. Damit folgt sofort:

d
&(mczfy—i—U) =0.

Da m und ¢ konstanten sind ist auch T+ U = const..
Fiir den Vierer-Impuls miissen wir nun die 0-Komponente umschreiben, da myc? =

E — U ist. Das bedeutet:
. 1 .
= e = (LB - 011)

Die Hamiltonfunktion ergibt sich zu:

H =c\/p* + m?c2 + U.

3.4.7 Transformation von Verteilungsfunktionen

Wir betrachten eine Verteilungsfunktion f(p), hier z.B. fiir den Impuls, sodass

f(p) dp" dp* dp’

die Wahrscheinlichkeit angibt, den Impuls in dem Quader dp! x dp? x dp? := d3z zu finden.
Man kann dies als eine Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses fiir ein Teilchen verstehen
oder auch an die Anzahl einer Vielzahl von Teilchen, deren Impuls dieser Verteilung folgt.

Transformation des Vierdimensionalen Elementes

Fiir das vierdimensionale Volumen-Element gilt:
dp =dP°d%p

Das Element d*p transformiert mit der Lorentz-Transformation, fiir die gilt det A = 1.

Das heif3t:
/d4 /: /d4p

Diese Eigenschaft ist extrem wichtig.
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Riickschluss auf das dreidimensionale Element

Mittels der 9-Distribution kann man zeigen, dass:

4 2 2 0 d’p
/dpé(p“pu—mc)@(p):c 5B

Das bedeutet d3p/2F ist ebenfalls Lorentzinvariant, also folgt:

d3p B d3p/

E B

Da die Anzahl der Teilchen in einem Impulselement (bzw. die Wahrscheinlichkeit den
Impuls in einem bestimmten Impulselement zu messen) erhalten sein muss, da sonst ver-
schiedene Beobachter unterschiedliche Ergebnisse erhalten wiirden, kann man zeigen:

f(P)E = f(p)E .

Insbesondere gilt in Kugelkoordinaten d®p = p? dpd2 und man kann zeigen:

pdEdQ = p/ dE' A

Verteilungsfunktion im Phasenraum

Nimmt man ein Volumenelement im Ortsraum d3z := dV hinzu so ist:

f(x,p)d®pdV

die Anzahl an Teilchen in einem Impulselement d3p und einem Volumen dV, bzw. die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen sich in diesem Element zu befinden. Ausgehend vom
Ruhesystem des Teilchens kann man mittels der Lorentz-Kontraktion zeigen:

v F
dv’  FE

Mit unseren Ergebnissen von oben folgt:

AV dp=av'd®y,  f,p)=f(x,p).

3.4.8 Zerfall von Teilchen

Um in diesem Kapitel iibersichtlicher Rechnen zu kénnen verwenden wir natiirliche Ein-
heiten ¢ = h = 1.
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Zerfall

Zunachst betrachten wir ein Teilchen der Masse M und Energie E, in Ruhe, welches in
zwei Teilchen der Massen und Energien m;, F; zerfallen. Das heifit, es gilt:

E=M, M=E +E,.

wobei E; = \/p? + m? > m;, da sich die entstehenden Teilchen bewegen. Damit der Zerfall
also iiberhaupt stattfinden kann, muss gelten:

M >mq + mo

Die Dreier-Impulse der Reaktion miissen ebenfalls erhalten sein. Insgesamt gilt:

P =l +ph.

Daraus lassen sich der Energien und Impulse der Teilchen bestimmen:

(M?% — (my +m»)?)(M? — (m; — mj)2)1/2
2M

M? 4+ m7 —m?
N oM '

E; Ipi| =

Fusion

Nun betrachten wir den Inversen Prozess, also zwei Teilchen, die zu einem groflen Teilchen
fusionieren. Dabei gehen wir in das Ruhesystem eines der Teilchens (hier msy, Fy), sodass
Ey; = my) gilt. Wir interessieren uns fir die Ruhemasse des entstehenden Teilchens.
Nun konnen wir alles in diesem System berechnen und dann transformieren. Stattdessen
betrachten wir aber die Viererimpulse:

P =i +ph = (B +my, pr)
= p“pu:Ef—i—ngEl—p%:mf—l-mg—l—ngEl:M2

Es ist also viel einfacher Lorentzskalare zu verwenden anstatt alles zu Lorentz-Transformation,
um die Ergebnisse zu erhalten.

3.4.9 Der Vierer-Drehimpuls

Der Drehimpuls ist die der Rotation zugeordnete Grofle, analog wie der Impuls der Trans-
lation zugeordnet werden kann. Diese infinitesimale Rotation wird durch

drt =z, 0w, mit wu = —w,,.

Aus der Hamilton-Jacobi-Theorie konnen wir der Wirkung S[z#,z4] = [P dt L = S, — S,
zuordnen:

os  , 9S

8xi_p’ ot

Dies lasst sich kovariant schreiben:

—-H.




Das bedeutet, dass eine Variation von S mit der Variation von x* verkntipft ist:

05
08 = o 0at = —P,dat .

Variiert man nacheinander die Endpunkte so erhalt man:

0S8 = — Z Ptox,

b
)
a

wobei die Summe iiber alle Teilchen lauft. Nun ist der Raum isotrop, das heiffit die Wir-
kung muss invariant unter rdumlicher Rotation sein. Dementsprechend erhalten wir die
Erhaltungsgrofe:

M™ = 3" (ah P — 2" P*).

Wir finden offenbar die Komponenten des gewohnten raumlichen Drehimpulses wieder,
wobei:

M23:L1, M13:—L2 M12:L3.

Y
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Kapitel 4

Elektromagnetismus

Zur Notation in diesem Kapitel

Es tritt im Zusammenhang mit dem Gradient haufig die Notation auf:
Es gilt daher fiir p = const. und rot E = 0:

(p-V)E=V(p-E)

4.1 Grundlagen

4.1.1 cgs-System

Im Elektrodynamik-Teil dieser Zusammenfassung wird das Gaufsche Mafisystem (auch
cgs-System, cm, Gramm, Sekunde) verwendet. Dadurch bekommen elektrisches und ma-
gnetisches Feld die gleiche Einheit, was einige Rechnungen erleichtert. Diese Vorgehens-
weise ist der Vorlesung geschuldet aber ich fiirchte, dass mir beim Versuch dies einheitlich
umzuschreiben viele Fehler unterlaufen wiirden. Im cgs-System wird die Ladung substi-
tuiert:

qs1 = V4reo qa ,

sodass das Coulomb-Gesetz lautet:

1G98

F = 2

Daraus resultieren generische Einheiten Kraft, Ladung und Feldstéarken:
o Kraft: [F] = 1dyn := 1gcm/s?

« Ladung: [Q] = 1ESE (Elektrostatische Standardeinheit, Definition siehe Kapitel
1.2.2)

« elektrisches / magnetisches Feld: [E] = [B] = 1ESE/cm.

Zuséatzlich miissen auch die Transformationen tibertragen werden:
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E-Feld: ESI = Eg/\/4ﬂ'€0

B-Feld: Bsr = Bg/\/47/ 1o

Ladungsdichte: og;r = v/47eg - 0

Dadurch bekommen auch die Maxwell-Gleichungen und die Lorentzkraft andere Vorfak-
toren.

4.1.2 Greensche Funktionen

In der Elektrodynamik hat man es haufig mit linearen partiellen Differenzialgleichungen
zu tun. Eine Moglichkeit diese zu losen wird direkt hier besprochen, um dann im Folgenden
sofort angewendet werden zu konnen. Gegeben sei eine Differenzialgleichung der Form:

wobei D ein linearer Differenzialoperator ist. Dann kann man durch die Bestimmung der
Green Funktion G(x,x’) von D aus der Differenzialgleichung

DG(x,x') = 6(x — X')

eine Integraldarstellung y angeben. Dazu bedient man sich der sog. Faltung:
1
(94X = G [ 9= x)h(x) ax'.
Durch einsetzten der Bedingung fiir G(x, X') zeigt man, dass eine Losung fir y(x) lautet:
y(x) = (2m)"*(G * [)(x).

Green’sche Funktionen und die Poisson Gleichung

Die in der Elektrodynamik wichtige Poisson-Gleichung ist eine solche partielle Differenzi-
algleichung:

A¢ = —4mo(r)

Dabei ist ¢ das Potenzial des elektrischen Feldes und p die Ladungsdichteverteilung. An ¢
werden haufig zusitzliche sog. Randbedingungen gestellt. Man unterscheidet hierbei drei
klassische Randwertprobleme:

1) Totalraum-Losung: Man betrachtet ein (unendlich) groBes Volumen und fordert:

A9 =0

2) Dirichlet - RWP: Das Potenzial auf der Oberflache eines Volumens V' sei vorge-
geben.

3) Neumann - RWP: Die Richtungsableitungen des Potenzials in Richtung des Ober-
flichenvektors eines Volumens seien gegeben.
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Green’sche Funktion der Poisson Gleichung

Zur Bestimmung der Greenschen Funktion zur Poissongleichung betrachten wir zunéchst
die radial symmetrische Gleichung

Durch elementare Integration erhélt man fiir alle Punkte, bis auf den Ursprung die Losung
G(r) = A/r + B. Wir betrachten das erste RWP, sodass G(r — oo) = 0 und somit B =0
gilt. Wir wenden nun den Gaus’schen Integralsatz an und erhalten:

1= [@rAG= [aVV (VG) = [ d8 VG =4nR? (—}i) — _4rA.

oV
Damit ist die vollstandige Losung gefunden. Es kénnten noch beliebige harmonische
(At = 0) Funktionen hinzuaddiert werden. Da die Bestimmungsgleichung im Ursprung
nicht definiert ist, kann man auch nicht erwarten, dass G im Ursprung definiert oder stetig
fortsetzbar ist. Man kann das Ergebnis leicht verallgemeinern:

1 1

47 |r — /|

G(r,r') = —

wie man durch Substitution u = r — r’ und umrechnen der partiellen Ableitungen zeigen
kann.

Ersetzt man im ersten Green’schen Integralsatz die beliebigen Funktionen v und ¢
durch G und ¢, wie in:

A¢ = 4mp(r), AG(r,r') =6(r —1')

und integriert iiber r’ so folgt:

(r) = / S (¢ 0uCG(r,r') — G(r,r')0ud) — / & 4o ()G (r, t')

Dabei bedeutet eine gestrichene Grofle f = f(r’). Je nach Randbedingungen kann man
dann Gleichungen fiir das Feld oder das Potenzial integrieren:

1) Totalraum: Fir diesen Fall haben wir die Green’sche Funktion bereits bestimmt.
Die Green Funktion und das Potenzial miissen mit mindestens einer 1/r Abhén-
gigkeit fallen, sodass das Oberflichenintegral iiber Terme der Ordnung O(r~3) ver-
schwindet (Funktionaldeterminante). Daraus ergibt sich dann

o(r) :/d3r’ o(r')

v —r|
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2) Dirichlet: Damit man aus der obigen Integraldarstellung eine explizite Losung fiir
¢ angeben kann fordert man hier G(r,r’) = 0 auf 0V, sodass folgt:

(r) = — / & am(r) G, ) + [ dS'f ()0, Glr.x) (4.1)

Dabei ist f(r') = ¢(r') das auf dem Rand des relevanten Volumens vorgegebene
Potenzial.

3) Neumann: Fiir ein Neumann-RWP wahlt man zusétzlich 9,G(r,r") = const. auf
0V, sodass dieser Teil bei der Integration irrelevant wird, da er nur von r’ und nicht
von r abhangt. Dadurch gilt:

o(r)=— [ dS'G(r,r")0ug(r") — /d3r’ 470’ (r')G(r,r") + const. . (4.2)

)%

Dabei ist g(r') die auf OV vorgegebene Richtungsableitung von ¢.

Eindeutigkeitssatz

Betrachtet man zwei mogliche Losungen eines der drei obigen Randwertprobleme und
wendet den zweiten Greenschen Satz auf deren Differenzfunktion an (fir die dann offenbar
gilt AU = 0), so erhélt man, dass die Losungen im Dirichlet RWP, sowie in der Forderung
Tli_)%lo ¢ — 0, eindeutig und im Von Neumann RWP bis auf eine Konstante eindeutig

bestimmt sind.

4.1.3 Helmholtzscher Hauptsatz der Vektoranalysis

Seien fiir ein Vektorfeld v Quellen s und Wirbel w von der Form:
s=V-.v w=VXV.

Wenn gilt w — 0 und s — 0 fiir r — 00, sowie v = O(r~?), dann kann man das Vektorfeld
in einen rotationsfreien Anteil v und einen quellfreien Anteil v,, zerlegen, sodass gilt:

V=V,+Vy.

Man erhalt die Komponenten iiber die Integrale:

(r—r') x (r—r')?
v, @ BTy, /d3’ 43
47?/ |r—r’|3 ’ T 4r |r—r’| (4:3)

Zugehorige (Vektor)Potenziale fur die gilt: V¢ = —v, und rot A = v,, lauten dann:

= 417T [a LN [a w(r) (4.4)

v —r/| 47 v —r/|
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4.1.4 Vollstandige orthonormierte Funktionensysteme
Ein Funktionensystem {¢, },en ist vollstédndig orthonormiert (VONS), wenn gilt:

o Ein Funktionensystem heifit vollstandig, wenn:

5z~ ) = 5= 3 64(2)on()

neL

Dann lasst sich jede stetige Funktion durch eine Potenzreihe

i@ An®n(T)

darstellen.

e Die Funktionen sind orthonormiert:
¢ ¢ = 71 i (ﬁ* (25 dz =0
( ) m) 92 /0 n(Z) m<z> z mn -

Die Entwicklungskoeffizienten lassen sich dann entsprechend aus der Orthonormiertheit
bestimmen. Ein Beispiel eines solchen VONS sind die komplexen Exponentialfunktionen
exp(inz) mit n € Z, wie sie bei der Fourierentwicklung verwendet werden.

Legendre Polynome

Die Legendrepolynome ergeben sich als Losung der Differenzialgleichung

;L <(1 — %) ijp(@) +IU(l+1)P(z)=0.

Diese Gleichung hat Singularitiaten bei x = £1. Die Losung fiir [ € R ergibt sich durch:

1 d,

_ l
=g Y

l

Die zugeordneten Legendre Polynome ergeben sich aus der Differenzialgleichung:

(fx <(1_x2) (ﬁtp(x)> n (1(z+1)— 1?:02)13(9;) =0 me(0,£1,£2, ..., +l).

Die Losungen werden dann mit 2™ bezeichnet:

dm
P = (—1)"(1 - 2" —Pi(x).
P = (1)1 - ) R)
Mithilfe der zugeordneten Legendrepolynome definiert man auch die Kugelflachenfunk-
tion:

nwaw:¢@$$f;fﬂmwwmwm¢

Alle diese Funktionensysteme sind orthonormal und vollstandig, was man bei der Sepa-
ration der Laplace Gleichung benotigt.
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4.2 Elektrostatik

In diesem Kapitel behandeln wir statische elektrische Felder. Das heif3t, dass weder das
Feld selbst, noch die Ladungsverteilung sich zeitlich &ndern. Dementsprechend existiert
kein Magnetfeld. Das elektrische Feld E erfiillt die Gleichungen:

VxE=0, V- -E=—A¢=dmo(r). (4.5)

Das Feld ist somit im mathematischen Sinne konservativ und es existiert stets ein Po-
tenzial ¢, fir das gilt: E = —V¢. In der Mathematik werden solche Potenziale positiv
definiert. In der Physik tut man dies nicht um spéter das Konzept der Energie direkt
iibertragen zu konnen.

4.2.1 Integraldarstellung der Felder

Mit den bereits dargestellten Methoden kann man diese Gleichungen in Integrale (4.3 und
4.4) umwandeln, wenn man voraussetzt, dass sowohl Ladungsverteilung und Potenzial
mindestens eine 1/r-Abhéngigkeit besitzen. Die Quelldichte der obigen Gleichungen ist
daher nicht zuféllig so definiert, dass der Normierungsfaktor 1/47 verschwindet:

s(r) =4dmo(r) = ¢= /d?" o(r) = E:/d%,(r—r’)g(r’).

] T

Haufig liegen auch Flachen- und Linienladungsverteilungen vor. Hier wird entsprechend
nur entlang der relevanten Struktur integriert, da p sonst tiberall verschwindet:
A1 o
Linienladungsdichte: A E— / ar (T)(rr)
r

_ r/|3

Flichenladungsdichte: o E= / qar A ) (r—r) .

|r—r’|3

Gaus’scher Satz

Wendet man den Gaus’schen Integralsatz auf die Poisson Gleichung an, so erhélt man
den Gaus’schen Satz der Elektrostatik:
/dvv.E: dS-E = 470, Q:/dVQ(r)
oV
Man nennt die linke Seite auch den elektrischen Fluss.

Feld einer Punktladung

Eine Punktladung beschreiben wir durch p(r) = —g;0(r — r;), sodass das Integral iiber
den ganzen Raum die Ladung ¢ ergibt. Mittels der Poisson Gleichung erhalt man dann
entsprechend die Losung:

r—r;
K r—r;*
Dies ist das Coulomb’sche Gesetz. Man kann auch dieses als die grundlegende Ge-
setzméaBigkeit voraussetzten und aus ihm die Feldgleichungen der Elektrostatik, d.h. (4.5)
herleiten, indem man zunachst tiber eine Menge von Punktladungen summiert und dies
dann als kontinuierliche Ladungsdichte umschreibt. Daraus ergeben sich direkt die Integ-
raldarstellungen der Felder, die zu den entsprechenden Gleichungen gehéren.

o) = — 2 = Er) =

It —
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4.2.2 Krifte

Fir die Kraft, die eine Punktladung in einem elektrischen Feld erfihrt, gilt wie fiir Felder
iiblich, ,,Kraft = Referenzgrofie - Feldstarke®, also hier:

F=qE.

Elektromagnetische Kréifte superponieren wie gewohnt, da die Feldgleichungen (4.5) und
auch alle weiteren Gleichungen die eingefiihrt werden linear sind. Das heifit z.B. in einem
System aus Punktladungen erfahrt eine einzelne Ladung die Kraft:

=4 qu

VE - r]|3

Hiertiber definiert man auch die elektrostatische Standardeinheit ESE und zwar als die
Punktladung, die nétig ist um aufeinander eine Kraft von 1dyn auszutiben. Es gilt: 1e =
4.803 - 10~ ESE. Man erkennt, dass hier, analog zur Gravitationskraft der Mechanik,
Impuls und Drehimpuls erhalten sind.

Kraft auf eine Ladungsverteilung

Ein Feld bt auf eine Ladungsverteilung die Kraft

F = [V o(r)E()

aus. Man nennt den Integranden auch Kraftdichte. Man kann zeigen, dass eine Ladungs-
verteilung auf dich selbst keine Kraft ausiibt:

I'—r I' —T
Fsz/dV/dV’Q(r)g ) e /dV/dV’ i =

Daher kann man in der obigen Gleichung E auch durch E, d.h. allein das externe Feld,
ersetzen. Ein Drehmoment hat dann analog die Form:

N = /dVr X 0(r)Eex (1) -

4.2.3 Elektrische Energie

Achtung: Die Beziehung zwischen Spannung und Energie ist nicht immer gleich definiert.
Je nach Literatur muss man hier aufpassen. In unserem Fall ist die Spannung direkt das
Kraftpotenzial, d.h. identisch zur Energie. Es gilt also die Beziehung E = —V ¢ heifit dass
fir die Kraft:

F=-VU U=qo.

Daraus folgt dann sofort mit der Definition der Wegarbeit:

W_—/:F(r)~dr_U(b)—U(a).
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Wechselwirkungsenergie von Punktladungen

Modellhaft betrachten wir ein System, dem n-Punktladungen aus dem Unendlichen hin-
zugefiigt werden. Dann braucht man fiir das erste keine Energie, fiir die zweite muss man
das Potenzial des ersten tiberwinden, fiir das dritte das der ersten beiden usw. Das fithrt
zu der Formel:

3 1Z i
U: Uij:* Uija UZ]:q_i:Uﬂ
i 2~ |r; — 1l

j<t %] J

Dies ist die Eigeneneregie eines Systems von Punktladungen.

Feldenergie

Geht man zu einem Volumen mit Ladungsverteilung o(r) tiber bildet man den Kontinu-
umslimes und erhélt:

U= [ o)

Dies ist die Energie, die eine Ladungsverteilung in ihrem eigenen Potenzial hat. Im Ge-
gensatz zum Kraftdichte-Integral fehlt hier die notige Symmetrie und somit verschwindet
die Eigenenergie nicht. In einem Elektromagnetischen Feld ist also Energie gespeichert.
Mit der Voraussetzung, dass bei der Integration tiber ein geniigend grofies Volumen das
Oberflachenintegral iiber das Produkt E¢ gegen Null geht - das Oberflichenintegral ist
von der Ordnung O(1/r) - kann man zeigen:

U:/qu, w=—E?,

dabei nennt man u auch die Energiedichte des elektrischen Feldes. Spéter werden wir dies
zu einer Gesamtenergiedichte verallgemeinern.

Energie im externen Feld

Bei zusammengesetzten Systemen aus mehreren Feldern kann man die Felder addieren

und erhalt mit der Binomischen Formel einen Mischterm in der Energiedichte, den man

analog umschreiben kann wie oben:

E; - E;
A

Dies ist also die Energie einer Ladungsverteilung im Feld einer anderen bzw. im externen
Feld. Anders als bei der Eigenenergie tritt hier kein Faktor 1/2 auf.

4.2.4 Multipoletwicklung

In diesem Kapitel entwickeln wir das Feld einer Ladungsverteilung in einem Abstand, der
deutlich grofler ist, als der Durchmesser der Verteilung. D.h. wir entwickeln die Grofie

1 1

R |t/ —r|
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im Integranden fiir » >> r/. Dies lisst sich kartesisch entwickeln. Bis zur Ordnung r—°
ergibt sich:

- S+ 00 (3)

mit den Entwicklungskoeffizienten (auch Multipolmomente):

1) Ladung;:
Q= / d’r g(r)

2) Dipolmoment:

p= /d3r o(r)r

3) Quadrupoltensor:
= /d37“ o(r)(3x,x; — 126;5)

Diese Multipolmomente sind, bis auf die Gesamtladung, i.A. abhédngig von der Wahl des
Ursprunges. Man kann aber zeigen, dass fiir ) = 0 tatsachlich p Ursprungs-unabhéngig
und fir Q = p = 0 der Quadrupoltensor Ursprungs-unabhéngig ist.
Es existiert auch eine Darstellung durch die Legendre Polynome:
1 > 7l

= > 5 Pileos()).

=0 ">

v — |

Diese muss auch existieren da es sich bei den Legendre Polynomen ja um ein VONS
handelt. ¢ ist hierbei der Winkel zwischen r und r’. Eingesetzt in die Gleichung fiir das
Potenzial ergibt sich:

15 favrae () Aeoso.

Da sich die Legendre Polynome auch nach den Kugelflichenfunktionen entwickeln lassen
(wieder da es sich um ein VONS handelt) kann man dies auch angeben als:

[e%e) l A7 a
= iy
Z Z 2 + 1 i+t (0,¢)

=0 m=—1

mit den spharischen Multipolmomenten:

A
v’ o(x )" (V") (0, ¢') -
w1l @)
Aus Linearkombinationen der sphérischen Multipolmomente lassen sich auch die karte-
sischen bestimmen. Dieses Verfahren ist niitzlich, um die Felder beliebiger Ladungsver-
teilungen im freien Raum zu approximieren. Die auftretenden Integrale sind zwar sperrig
aber man verfiigt somit iiber ein Brute-Force-Verfahren zur numerischen Berechnung.
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Physikalischer Dipol

Bei einem physikalischen Dipol handelt es sich um zwei gegensatzliche Punktladungen an
den Punkten a und b. Es gilt () = 0 trivial. Es ergibt sich:

p= [aVo(r)r=qla—b)

Das Potenzial ist analog die Summe zweier Punktladungspotenziale:

1 1
=0 (- 7)
(r) 7R
Wobei R; der Abstand zur positiven und Ry der zur negativen Ladung ist. Dies wider-

spricht natiirlich nicht der Multipolentwicklung, da wir hier zwei verschiedene Abstande
betrachten.

Mathematischer Dipol

Ein Grenziibergang von einem physikalischen Dipol, dessen Ladungen bis auf eine infini-
tesimale Verschiebung d (R, = Ry + d) beieinander liegen liefert in erster Ordnung:

F(Ry) — F(Ry) = F(Ry) — F(Ry) —d - VF(Ry) = —d - VF(R,)

Im Falle des mathematischen Dipols wird dies auf die Ladungsdichte angewendet. Man
erhélt die Ladungsdichte:

o(r) =—p-Vi(r).
Mittels der Rechenregeln fiir Ableitungen der é-Distribution erhélt man dann fiir das
Potenzial eines mathematischen Dipols:

¢(r) =

Dabei ist 6 der Winkel zwischen p und r. Hier wird klar, warum ein mathematischer
Dipol seinen Namen tréigt: Es ist eine Ladungsverteilung mit einem reinen Dipolfeld ohne
Ladungs-, Quadrupol- oder hohere Beitriage. Sein elektrisches Feld lautet:

2 0 in(6

peos(d) -, psin(6)

r

r-p p cos(#)
r3 T 72

E—

r3 r3

Oder in kartesischen Koordinaten:

E:_v<r'p>:_(p.v)(:3>:3(p-r)-r—r2p

r3 rd

Die Energie, in einem konservativen dufleren Feld, ist dann nach (4.6) gegeben durch:
U= P vQbext = —p- Eext

Fiir die Kraft, die ein Mathematischer Dipol durch ein aufleres Feld erfihrt, kann man
zeigen das gilt:

F=(pV)Ey=-VU.

Die Kraft ist konservativ und nur dann ungleich 0, wenn das Feld inhomogen ist. So
existiert auch ein Drehmoment:

N=pXEy4 +rxF
wobei der zweite Term nur existiert, wenn der Koordinatenursprung nicht in der Dipol-

mitte liegt.
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4.2.5 Ernshaw Theorem

Das Ernshaw Theorem ist eine Aussage tiber die Stabilitit elektrostatischer Konfigura-
tionen von Ladungen. Betrachtet man ein Gesamtpotenzial dieser Ladungen ®, so ist ein
Probekorper nur dann in einem Gleichgewicht, wenn an seinem Ort ein lokales, strenges
Minimum von ® vorliegt. Dafiir muss der Gradient, d.h. das elektrische Feld an der betref-
fenden Stelle verschwinden und die Hesse Matrix muss positiv definit sein. Die Spur der
Hesse Matrix ist nun aber gerade A®. Da am Punkt des Testkorpers aber keine Ladung
vorliegt, die zu ® beitragt - sonst wére es kein Testkorper - ist nach der Poisson Gleichung
A® = 0 und somit die Summe der Eigenwerte von H® = (. Damit ist die Matrix entweder
indefinit oder nur semidefinit!, was fiir ein echtes Minimum nicht ausreicht. Es folgt das

Ernschaw Theorem: Es existiert keine statische Konfiguration von Ladungen, d.h.
kein statisches Elektrisches Feld, welches eine Probeladung in einem stabilen Gleich-
gewicht halten kann.

4.2.6 Leiter

Bei einem Leiter handelt es sich um ein Material, in dem sich Ladungstrager frei fortbe-
wegen konnen. Fiir die Bewegung dieser Ladungstriger gilt das Ohm’sche Gesetz

j=0E,

mit der Ladungsstromdichte j und der Leitfahigkeit o. Dies ldsst sich auf die Makrosko-
pische Gleichung:

L
— [ -
U=RI, R

umformen. Dabei ist R der Widerstand. Ein von auflen angelegtes Feld beeinflusst nun
die Ladungsverteilung im Leiter und an seiner Oberflache. Dadurch wird wieder das Ge-
samtfeld beeinflusst. Eine typische Fragestellung ist es das Feld einer Ladungsverteilung
mit einer gegebenen Leiterkonfiguration zu bestimmen. Wir interessieren uns nur fiir die
Situation im Gleichgewicht, da es wéhrend dessen Einstellung zu Stromfliissen und somit
zu Magnetfeldern kommt, die wir hier nicht betrachten wollen.

Gleichgewichtseigenschaften
Im Gleichgewicht flielen im Leiter keine Strome, d.h. nach dem Ohm’schen Gesetz:

1) Das Innere eines (moglicherweise geladenen) Leiters ist feldfrei.
2) Daher ist das Potenzial ist im Leiter konstant.

3) Da das Feld verschwindet, liegt im Innenvolumen des Leiters keine Ladungsvertei-
lung vor. Die Nettoladungen eines Leiters liegen also auf der Oberflache.

Der erste Punkt wird dadurch erreicht, dass sich beim Anlegen eines dufleren Feldes die
Ladungen so anordnen, dass ein Gegenfeld aufgebaut wird, welches das duflere Feld im
Inneren exakt kompensiert.

!Semidefinit ist H® fiir den Fall, dass alle Eigenwerte 0 sind, was einen Sattelpunkt bedeutet.
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Randbedingungen an einer Leiteroberfliche

Wir betrachten hier die Ladungsverteilung auf der Oberflache von

_de

~dD’

Mithilfe eines passenden Integrationsrechtecks und -Volumens lésst sich unter Verwendung
des Stokes’schen und Gaus’schen Integralsatzes die folgende Sprungbedingung herleiten:

o

E = 4non

Dabei ist E das Feld an der duleren Oberflache des Leiters, da im Inneren ja E = 0 gilt
und n der Normalenvektor der Oberfliche. Die Ladung an der Oberfliche von ungelade-
nen Leitern, die durch duflere Felder entstehen heiflen Influenzladungen. Die Flachen-
ladungsdichte o ist die Summe der freien Ladungsdichte und der Influenzladungsdichte.

Hohlraum innerhalb eines Leiters

Innerhalb eines Leiters befinde sich ein beliebig geformter Hohlraum, mit einer Ladung
+(@. Integriert man iiber eine Oberflache, die den Rand des Hohlraums einschlieft, erhalt
man, dass auf dieser inneren Oberfliche des Leiters die Ladung —() sitzt, da der Leiter
selbst Feldfrei ist, das Integral also verschwinden muss. Also tragt die auflere Oberflache
die Ladung +@Q. Ein kugelférmiger Leiter, mit beliebig geformtem Hohlraum besitzt also
das gewohnte Feld E = qr/r3.

Bei einem Faradayschen Kifig ist der Hohlraum ladungsfrei. Dadurch kann auf der
Innenseite des Leiters keine Ladung existieren, da der Leiter sonst nicht Feldfrei wére.
Somit ist auch der Hohlraum feldfrei.

4.2.7 Kondensatoren

Bei einem Kondensator handelt es sich schematische um zwei Leiter, die auf einem unter-
schiedlichen Potenzial liegen. Die Potenzialdifferenz oder auch Spannung V' ist proportio-
nal zu Ladung, da elektrische Felder proportional zur Ladung sind. Die Potenzialdifferenz
zwischen zwei Punkte in einem Feld lautet:

vz—/mE.dl.
r1

Es gilt mit Kapazitat C':
Q = CV7 V= ¢2 - ¢1

Um die Kapazitat zu Bestimmen benotigt man also eine Potenzialdifferenz, die man ggf.
noch durch Berechnen des Wegintegrals finden muss. Es folgt z.B. fiir den Plattenkonden-
sator:

_ A
 And’

Auf einem solchen Kondensator entstehen Influenzladungen usw., wodurch eine Kraft auf
die geladene Oberfliche S mit Oberflichenladungsdichte o entsteht:

F— / 5By - dS
S
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Fiir die Energie eines solchen Kondensators ergibt sich:

U= l/dV (r)6(r) = 1Z¢-/dv oy &
- 2 Q - 2 (2 Q’L - 2 - 20’
da die Ladungsdichte tiberall aufler an den Oberflichen verschwindet und das Potenzial
im Leiter konstant ist.

System aus Leitern

Fiir ein System aus N Leitern auf den Potenzialen ¢; gilt umgekehrt auch, dass die Ladung
eines einzelnen Leiters linear von den Potenzialen abhangen, was bedeutet:

Qi=>_CyV]
j=1
Man nennt Cj; auch die Kapazitatsmatrix. Dadurch ergibt sich fiir die Energie:
1 1
U= [aVpo=3 3 Cono;.
ij

Dabei ist zu beachten, dass die Potenziale im Leiter konstant sind und die Ladungsdichten
auBerhalb der Leiter verschwinden. So lésst sich das Integral leiht 16sen.

4.2.8 Losungsmethoden fiir Randwertprobleme

Kondensatorkonfigurationen stellen letztlich Randwertprobleme, mit gegebenen Potenzia-
len (Dirichlet) oder Oberflachenladungsdichten (Neumann) dar. Das heifit wir betrachten
ein Gebiet G mit Randflichen S;, bzw. dem Unendlichen, auf denen gilt:

Dirichlet: ¢ = fi(r) auf S;
Neumann: gﬁ =V¢-n=g(r) auf 5;.
Im feldfreien Raum erfiillt ¢ die Poisson Gleichung. Losungen der Poissongleichung mit
solchen Randwertanforderungen sind eindeutig.

Plattenkondensator

Ein einfacher Plattenkondensator kann als leichtes Beispiel fiir beide diese Randwert-
probleme verwendet werden. Die Platten haben in unserer vereinfachten Beschreibung
eine sehr viel groffere Ausdehnung als Abstand, sodass man effektiv nur eine Koordina-
te betrachten muss. Betrachten wir zundchst den Fall eines Dirichlet-RWPs, sodass das
Potenzial der Platten vorgegeben ist:

32

Pk
Dieses Randwertproblem besitzt eine eindeutige Losung, die man leicht durch Integration
und Einsetzten der Randbedingungen findet und die auf das bekannte Feld:

:¢1—¢Qe ':Ke
d od Y

0, I'E(O,d); ¢(O):¢1: ¢<d):¢2-

E
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Aus den Normalkomponenten des Feldes (d.h. hier einfach dem Betrag) erhilt man auch
die Flachenladungsdichte:

Q_Emn_ V.

A 4dr Awd’
Bei einem Neumann-RWP sind die Ladungsdichten o = /A der Platten vorgegeben,
d.h., da hier wieder n = +e,:

82
o2’

Es muss darauf geachtet werden, dass die Normalenvektoren hier je nachdem + oder —e,
sind. Daraus erhélt man sofort:

0, z€(0,d); (fxgzﬁ(O) =—FE,(0) = —4rno, ;Egzﬁ(d) = —47o.

¢ = —4mwo + const. = E(z) = 4noe,

und somit auch fiir die Potenzialdifferenz V' = ¢(d) — ¢(0):
47 Qd

A )
was zum Ergebnis des Dirichlet-RWP identisch ist.

V:

Methode der Bildladungen

Haufig lassen sich die Randwertprobleme natiirlich nicht so einfach losen, wie im obigen
Beispiel. Eine weitere Moglichkeit bietet die Methode der Bildladungen. Hier wird diese
direkt am Beispiel einer Punktladung vor einem leitenden, geerdeten Volumen erklart.

Gegeben ist ein geerdetes Volumen (Potenzial konstant), dass von einem Leiter um-
geben ist und ein dufleres Feld, beispielsweise eine Punktladung oder ein Kabel. Dann
kann man eine Losung der Poisson Gleichung fiir das Potenzial finden, die im Unend-
lichen verschwindet, die aber nur auflerhalb des Leitervolumens gilt. Man setzt hierfiir
eine Bildladung in dem Volumen an, sodass die Randwertanforderungen erfillt sind.
Dadurch kann man den Ort und den Wert der Blindladung bestimmen. Die Losung der
Poissongleichung ist dann die Summe aus dem Potenzial der realen Ladung und der Bild-
ladung.

Punktladung im Halbraum

In unserem Beispiel befindet sich eine Punktladung ¢ im Abstand a von einer planen,
unendlich ausgedehnten geerdeten Platte mit ¢(z = 0) = 0. Aus Symmetriegriinden
positioniert man die Bildladung im Abstand —a auf der anderen Seite der Platte und gibt

ihr die Ladung ¢’ = —¢. Das Zusammengesetzte Potenzial lautet dann:
. a q
¢= lr —ae,| |r+ae,

Man beachte, dass diese Losung nur fiir den leeren Halbraum gilt. Offenbar erfiillt dieses
Potenzial im leeren Halbraum die Poisson Gleichung und die Randbedingung.

Man kann die Methode auch verwenden, wenn eine geladene Oberflache vorliegt. Dann

kann man eine Bildladung in das Volumen legen, sodass ihr Potenzial das Randwertpro-
blem und die Poissongleichung erfiillt.
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Die Kraft zwischen der Ladung und dem Leiter kann man dann auch durch die
Kraft zwischen der Ladung und der Bildladung beschreiben. Im Falle der Punktladung
im Halbraum tiben Leiterplatte und Ladung also die Kraft:

e
F=+——e,
(2"
aufeinander aus. Das Vorzeichen ist je nach betrachteter Ladung (Punktladung oder Plat-
te) zu wahlen.
Die Ladungsdichte der Schale des Volumens ist mit Oberflachenvektor n gegeben

durch:

1 0 1 1
=——— =——n-V =—n-E.
7 4 On " lr=r; A ¢ v 4
In unserem Beispiel wird also eine Ladungsdichte von
b, 1 —2qa

dr 4rr (a2 + 22 + y2)3/2

auf der Leiterplatte induziert. Man kann durch explizite Integration zeigen, dass daraus
fiir die gesamte Influenzladung folgt: [odS = —q.

Die Energie in der Konfiguration entspricht bis auf einen Faktor der Wechselwir-
kungsenergie der Blindladung mit der realen Ladung, analog zur Feldenergie. Im Beispiel
ist die Potenzielle Energie iiber die Kraft bestimmbar, die nur vom Abstand zur Platte
abhangt:

ae, a 2
U:—/ F-dr:q2/dz— ¢

00 0022__£

Dies entspricht der halben Bindungsenergie von 2 Punktladungen im Abstand 2a.

Methode der Greenschen Funktionen

Wie in Abschnitt 4.1.2 gezeigt kann man Differenzialgleichungen mithilfe von Greenschen
Funktionen l6sen. Fiir uns sind insbesondere Potenziale von Interesse, die die Poisson-
Gleichung und gegebene Neumann oder Dirichlet Randwertbedingungen erfiillen. Dann
liefern (4.1) und (4.2) direkt explizite Losungen der Probleme.

Green’sche Funktion des Halbraums

Bisher haben wir nur die Green’sche Funktion der freien Laplace-Gleichung, d.h ohne
Randbedingungen kennengelernt. Wir betrachten nun noch das Dirichlet-RWP:

Ag(r) = —4mo(r), z>0,
¢(r) = f(r), z=0,

o(r) =0, fir r — oo.

Die Bedingungen an die Green’sche Funktion lauten also, wie bereits im Mathematik Teil
angesprochen:

AG(r',r)=0("—1), 2>0,
AG(r',r) =0, fir z=0 und r — co.
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Tatséchlich haben wir die Green’sche Funktion bereits gefunden. Aufgrund des Eindeu-
tigkeitssatzes ist sie durch die Losung des Bildladungsproblemes von oben gegeben, wobei
hier der entsprechende Vektor r der Ort der Punkt- und der Bildladung ist. Mit Polar-
vektor p = (x,y)T erhélt man dann:

, 1 1 1
G(r,r')=—— _
TNV —pP+ (=22 o= pPt (s 42
Mit diesem Ergebnis kann man jetzt also das Problem fiir beliebige Vorgegebene Poten-
ziale auf der Platte bis auf ein Integral 16sen.

Separationsansatz

Wir betrachten hier den Fall, dass keine Ladungsdichte vorliegt, sondern nur eine gegebene
Geometrie mit vorgegebenen Potenzialen. Im freien Raum erfiillt das gesuchte Potenzial
also die Laplace Gleichung. Haufig erfiillt das betrachtete Problem gewisse Symmetrien
die ausgenutzt werden konnen, um das Problem zu separieren. Im Folgenden werden einige
faktorische Separationsansitze angesprochen.

Kartesische Koordinaten in 2D

Betrachten wir hier direkt ein Beispiel: 2 plan parallele, unendlich ausgedehnte, geerdete
(¢ = 0) Platten liegen im Abstand a in der x-z-Ebene. Bei x = 0 sind sie durch einen
isolierenden Streifen des Potenziales ¢y(y) gegeneinander isoliert. Dieses Problem héngt
offenbar nicht von der z-Koordinate ab, sodass unser Ansatz lautet:

0? 0?
G () + X (@) 5

Insgesamt lauten die Randbedingungen der oben beschriebenen Konfiguration: ¢(y =
0) =o¢(y =a) =0, ¢(x = 0,y) = ¢o(y) und ¢(x — oo) — 0. Dadurch ergibt sich nach
dem Separationsschritt ein oszillierender und ein hyperbolischer Term. Insgesamt ergibt
sich mit den Randbedingungen:

o(z,y) = X(@)Y(y) = Yy 5327 () =0.

o(z,y) = Ce " sin(ky) , k="" neN.

a

Nun miissen alle diese elementaren Losungen superponiert werden, um auch die letzte
Randbedingung erfiillen zu kénnen. Das heifit die allgemeine Losung lautet:

oz, y) = > Cre "™/ *sin(nry/a)
n=1

Die C,, konnen bestimmt werden, indem man an die gesamte Entwicklungsreihe fiir x = 0
einen Faktor sin(n'my/a) multipliziert und von 0 bis a integriert:

6(0.y) = 3.y sin(nmy/a) = oly)

n=1

= ZC / sin(nmy/a) sin(n'my/a) dy—/ do(y) sin(n'7y/a) dy

=ad,,,/ /2

2 ra
= Co=> [ nly)sin(nmy/a) dy

74



Ein solches oder dhnliches Verfahren lasst sich stets anwenden, wenn die Losung eines
Separationsproblemes auf ein VONS als Losung fiithrt.
Kugelkoordinaten

Hier lautet der Ansatz

¢(r,0,0) = R(r)Y(0,¢) = R(r)0(0)Q(¢)
o Fiir den Winkelanteil () ergeben sich die Losungen:
Qm = €7,
wobei man ausnutzt, dass aus der Struktur des Raumes eine Periodizitatsbedingung
folgt: Q(p) = Q(p + 2).

» Fiir den Radialanteil R folgt eine Differenzialgleichung mit den Losungen:

b
_ l l
R = ar +rl+1

o Der zweite Winkelanteil © ergeben sich als Losungen die zugeordneten Legendre
Polynome:

© = P"(cos(h)) .

Alle diese Funktionen bilden beziiglich ihrer Koordinate ein VONS und kénnen somit be-
liebige Randwertprobleme durch den Integrationstrick wie im vorangegangenen Beispiel
16sen.

Allgemeiner Fall: Im allgemeinen Fall werden meist der erste und zweite Winkelan-
teil zur, entsprechend normierten, Kugelflichenfunktion zusammengefasst:

l

0o by
61r0.0) =3 3 (a4 125 ) ¥7"(0.5)

=1 m=—1

Zylindersymmetrischer Fall: Fiir ¢ = ¢(r, 0) ergibt sich, damit die Lésung unabhéngig
von ¢ ist automatisch m = 0. So sind die Losungen des zweiten Winkelanteils durch die
einfachen und nicht die zugeordneten Legendrepolynome gegeben:

o(r,0) = i (aﬂ‘l + rlb—&l-1> Py(cos0)

=0

Aus dieser Struktur ergibt sich eine einfache Losungsmethode, wenn man das Potenzial
auf der Symmetrieachse, also V(R,0) analytisch bestimmen kann. Hat man eine solche
Losung gefunden, z.B. mittels (4.4), kann man diese in eine Potenzreihe entwickeln und
so die entsprechenden Koeffizienten der allgemeinen Losung bestimmen.
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4.3 Elektrostatik mit Dielektrika

Bisher wurde das Verhalten von statischen Elektromagnetischen Feldern von Ladungs-
verteilungen im Vakuum und unter Wechselwirkung mit Leiteroberflichen besprochen.
Dabei stellen Leiteroberflichen letzten Endes fiir das Problem eine Randwertbedingung
dar. Anders sieht es bei Nichtleitern, d.h. Isolatoren / Dielektrika aus. Auch in solchen
Materialien kann es natiirlich Felder geben, diese konnen hier (mogliche) vorhandene La-
dungen aber nicht bewegen, sondern héchstens influenzieren oder ausrichten. Man spricht
von influenzierter / elektronischer Polarisation, wenn Dipole durch das duflere Feld
erst erzeugt werden und von Orientierungspolarisation, wenn bereits im Dielektrikum
vorhandene Dipole ausgerichtet werden.

Wir werden hier den Effekt der Polarisation hauptsichlich makroskopisch betrach-
ten. Makroskopisch wurde der Effekt der Polarisation von Faraday entdeckt. Er stellte
fest, dass sich die Kapazitiat eines Plattenkondensators dnderte, wenn ein Dielektrikum
zwischen die Platten gefiihrt wurde. Empirisch fithrte man hierfiir die Dielektrizitats-
konstante ¢ ein:

A
C=e—.
€4ﬂd

Daraus folgt fiir das elektrische Feld

Q Ao
EFE=—=—.
Cd €
Das elektrische Feld des Plattenkondensators nimmt also bei einer hohen Dielektrizi-
tatskonstante ab, da die Ladung der Platten teilweise durch die Polarisationsladungen

abgeschwacht wird.

4.3.1 Polarisationsvektor

Das Anlegen eines elektrischen Feldes an ein Dielektrikum verursacht eine Ausrichtung
der Ladungstrager. Insgesamt ergibt sich dadurch makroskopisch eine Verschiebung der
Ladung, die durch den Polarisationsvektor P beschrieben wird.

Oberflachenpolarisierung

Eine solche Verschiebung der effektiven Gesamtladung erzeugt auf einem Flachenelement
dS eine Ladungsansammlung von d@), der Gréfie:

dQ=P.dS = sz/dS-P.

Volumenpolarisation

Mithilfe des Gaus’schen Integralsatzes kann man hiervon auf die, durch ein beliebiges
Oberflachenelement tretende, Polarisierung bestimmen und erhalt eine dieser entspre-
chende Ladungsdichte von:

op=—-V-P.

Das ,,—“ wird hier gesetzt, da ein Durchfluss von @) durch das entsprechende Element einer
Ladungsabnahme von —() im entsprechenden Volumen bedeutet, da die Gesamtladung
erhalten (= 0) bleiben muss.
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Mikroskopische Interpretation

Diese Definition des Polarisationsvektors ist recht abstrakt, es wird sich aber im Folgen-
den zeigen, dass sie sich auf eine leichte mikroskopische Interpretation zurtickfithren lésst.
Wir betrachten ein Dielektrikum mit angelegtem Feld, sodass viele mikroskopische Dipole
der Grofe p = ¢ erzeugt werden. Diese erzeugen die Dipoldichte P = np (Teilchenan-
zahldichte n). Das infinitesimale Dipolmoment P (r')d%", welches somit am Ort 1’ erzeugt
wird fithrt auf das infinitesimale Potenzial:

f’(r’) (r—1')
r — /|3

1

r—r'|’

do = d*r’ = d*'P(r) -V

wobei das Potenzial des mathematischen Dipols verwendet wurde. Mit einer der Rechen-
regel fiir die Differenzialoperatoren und dem Gaus’schen Integralsatz folgt dann:

[ ds'-P , =V -P(r)
¢(r)_/av |r—r’] /dV v — /|

Das zeigt im Vergleich mit den Eigenschaften der Polarisation, dass diese genau der Dichte
der vorliegenden Dipole entspricht. Zusammenfassend erhélt man, dass eine Polarisation
P durch eine Ladungsdichte bzw. Oberflachenladungsdichte von

op=—-V- P, op=P-n

zur Folge hat.

4.3.2 Homogene Polarisation

Wir betrachten zunéchst eine homogene Polarisation von P = 98, sodass V-P = —pp =0
gilt. Relevant ist also nur die Oberflichenladungsdichte o,,.

Homogen polarisierte Schicht

Verschiebt man in einer homogenen, ebenen Schicht —d/2 < = < d/2 die positive Ladungs-
dichte o, um eine kleine Strecke ¢ gegeniiber der negativen in z-Richtung, so bedeutet
dies eine Polarisation von:

P= (Q+5em .

Damit lasst sich die Oberflaichenladungsdichte an den Randern der Schicht leicht bestim-
men. Durch die durch Polarisation entstehenden Ladungsdichten entsteht zudem ein Feld
welches sich in diesem Fall wegen p, = 0, d.h. V- Ey = 4mp, fir x € (—d/2,d/2) leicht
bestimmen lasst:

E,=E; +E_ = —4mp, e, = —47P.

Homogen polarisierte Kugel

Analog gehen wir bei einer Kugel vor und verschieben hier die positive Ladungsdichte um
4. Dadurch ergibt sich

op=P-n=0,0cost
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mit dem Winkel 6 zwischen 6 und der Oberflichennormalen n. Dies ergibt wieder ein
Neumann-RWP, welches fiir die Felder leicht zu integrieren ist und auf:

4
Ep=E++E_:§P

innerhalb der Kugel fithrt. Der Faktor 1/3 taucht Aufgrund der Richtungsabhéngigkeit
von o, auf.

4.3.3 Feldgleichungen mit Dielektrika

Im Falle eines Dielektrikas liegt neben der externen / felderzeugenden Ladungsdichte of
(,freie* Ladungsdichte) die Polarisierte Ladungsdichte g, vor. Beide tragen zum elektri-
schen Feld bei, sodass:

V-E=dn(o;+0,) & V-(E+47P)=4mo;

Um somit dies Ladungsdichten besser zu trennen fithrt man daher die sog. Dielektrische
Verschiebung

D = E + 47P (4.7)

ein. Dadurch lauten die Feldgleichungen der Elektrostatik nun:

V-D=drg; VxE=0 (4.8)

Lineare Response

Héufig nahert man, dass die Polarisation in erster Ordnung proportional zum elektri-
schen Feld E ist. Die Proportionalitdtskonstante nennt man in diesem Fall die elektrische
Suszeptibilat y:

P=xE, D=¢E mit e=1+4myx

Man nennt dies auch die Materiegleichungen in linearer Response.

Homogenes Dielektrikum

Im allgemeinen Fall ist € eine Funktion des Ortes weshalb rotD # 0. Betrachtet man
aber ein homogenes Dielektrikum, bzw. einen homogenen Ausschnitt so reduzieren sich
die Gleichungen auf:

VXE=0, V-E=47%,
€

Plattenkondensator mit homogenem Dielektrikum

Aus den obigen Feldgleichungen fiir ein homogenes Dielektrikum folgt fiir den Platten-
kondensator mit entsprechenden Randbedingungen:

Ez47rg
€
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Umgestellt wird dies zu:

QoA
v = Ed D
Somit héngt auch die Gesamtenergie
1 1 Q?
U=-C(e)V? ==
7 ¢ 2C(e)

von € ab. Der erste Term beschreibt die Energie Korrekt bei konstantem Potenzial, d.h.
mit Energiequelle, der zweite bei konstanter Ladung, also ohne Quelle. Die Polarisation
kann man mit (4.8) bestimmen. Dadurch wird die Gesamtoberflichenladung erniedrigt:

o
agza—i-ap:g

4.3.4 Dielektrika und Grenzflachen

An Grenzflachen zwischen zwei Medien der Dielektrizitatskonstanten €; und €5 lassen sich
mit den Sdtzen von Gaus und Stokes, dhnlich zu den urspriinglichen Randbedingungen
an Leitern, folgende Gleichungen herleiten:

(DQ—Dl)'n:47TO'
(El—Eg)tZO

Da rot D aufgrund des Polarisationsterms nicht zwingen verschwindet, ist die Tangential-
komponente von D nicht zwingend 0. o ist hier die Ladungsdichte der Grenzfliche ohne
Influenzladungen. Die Influenzierte Ladungsdichte erhélt man durch die Differenz der
zur Grenzfliche senkrechten Polarisation:

Op:—<P2—P1)'n.

Fir den Winkel zwischen dem Normalenvektor der Grenzflache und dem elektrischen Feld
E gilt tana = E,/E,. Daraus folgt mit der 2-ten Grenzbedingung das Brechungsgesetz
fiir Feldlinien:

tan (0%) En,l €9

tan aq En’g €1 .

4.3.5 Energie und Krafte in Dielektrika

Im Vakuum ist die Elektrische Energie in einer Ladungskonfiguration durch die Gleichun-
gen aus Kapitel 4.2.3 gegeben. In einem linearen Medium ergibt sich als ein Analogon:

1
U:—/& E.-D
o ) 4 )
Fiir die Energie eines Dielektrikums in einem dufleren Feld Eq,; ergibt sich mit Polarisation
1 3
U:—§/drP@yEmu)
analog zur Energie eines Dipols.
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4.3.6 Polarisierbarkeit von Atomen und Molekiilen

In vielen Féllen kann das Dipolmoment von Atomen und Molekiilen in erster Naherung
als proportional zum angelegten elektrischen Feld angesetzt werden:

p=caE.

Dabei nennt man o = ca’, wobei ag der Bohrsche Atomradius ist auch die Polarisier-
barkeit. Die Gesamtheit der Dipolmomente ergibt die Dipoldichte und somit die Polari-
sierung:

P =np =nakE.

Hier ist also x = na.

Orientierungspolarisation

Permanente Dipolmomente von Molekiilen in einem elektrischen Feld tragen die Energie
U= —p-E = —pFcosf. Mit dieser Energie folgen sie bei einer gegebenen Temperatur T’
einer Boltzmann-Verteilung (siehe Statistische Physik). Fiir kleine Energien, d.h. schwache
Felder und Dipolmomente lasst sich diese in erster Ordnung angeben als:

n(e):ﬁ@—é) o= [ o),

wobei k£ die Boltzmann-Konstante ist. Integriert tiber die Richtung des Dipolmoments in
Feldrichtung ergibt sich das Dipolmoment:

2
nop

P——/ Q =——F.
dQn(0)pcosd Sk

Dies nennt man auch das Curie-Gesetz.

4.4 Magnetostatik

4.4.1 Ladungserhaltung und Feldgleichungen

In der Elektrostatik sind stationdre Ladungen die Quelle des Feldes. In der Magnetostatik
wird diese Quelle des Feldes durch einen konstanten Ladungsfluss beschrieben. Die
Stromdichte j beschreibt diesen Ladungsfluss. Makroskopisch gilt fiir den Fluss I:

dQ
@y
dt SJ ds

Fiigt man diese beiden Gleichungen zusammen und ersetzt ) durch das entsprechende
Integral, so erhélt man mit dem Gaus’schen Integralsatz die:

I=—

Kontinuitatsgleichung: gtg(t) +V-j=0
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Allgemein garantiert diese Gleichung die Gesamtladungserhaltung. Magnetische Felder
resultieren aus den Feldgleichungen:

47

V-B=0, VxB=_—j.
C

Wendet man den Stokes’schen Integralsatz auf die 2te Gleichung an erhélt man das

Ampere’sche Gesetz:
4
B.dr=—1.
oS C

Dabei ist I der Stom der durch die Flache S tritt.

Magnetischer Fluss

Die erste Feldgleichung der Magnetostatik besagt anschaulich, dass es keine magnetischen
Monopole gibt. Magnetische Feldlinien sind daher immer geschlossen. Aulerdem folgt aus
dem Gaus’schen Integralsatz, dass der Magnetische Fluss durch eine beliebige geschlossene
Oberflache stets verschwindet:

/ dS-Bz/V-BdeO.
ov Vv

4.4.2 Vektorpotenzial

Mathematisch garantiert V - B = 0 die Existenz eines Vektorpotenziales A fiir B:

B=VxA

Zu diesem Potenzial lassen sich nun beliebige Gradientenfelder hinzuaddierenn A =
A’+Vy, wodurch sich das Magnetische Feld, also die Physik, nicht dndert, da rot Vxy = 0
immer gilt. Ein solches Vorgehen nennt man auch Eichung. In der Magnetostatik verwen-
det man meist die Coulomb Eichung:

V-A=0 = Ax=-V-A

Das Magnetfeld von A und A’ ist aber identisch. In dieser Eichung erfillt das Vektorpo-
tenzial dann komponentenweise die Poisson-Gleichung;:

4
AA =—""j,
C

Integraldarstellung

Das Vektorpotenzial ist also durch die Losung von 3 Poisson Gleichungen gegeben. Fiir
das einfachste Randwertproblem A(r — oco) — 0 kann man analog zur Elektrodynamik
die Integraldarstellungen

AZl/dg’l“/ J(I‘) - le/d?,rl.](r)x(r_r)
C C

lr — /| r—r/P

ableiten.
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Biot-Savart-Gesetz

Fiir einen diinnen Leiter tiber den ein konstanter Strom [ flieit, kann man in der Integ-
raldarstellung des magnetischen Feldes den Querschnitt vernachlassigen. Dann integriert
man nur noch entlang der Linie des diinnen Leiters:

B:f/dX@—U

c r —13

Dies nennt man auch das Biot-Savart-Gesetz. Manchmal wird auch die direkte Integral-
form von oben Biot-Savart-Gesetz genannt.

4.4.3 Kriafte auf Ladungsstromdichten
Geladenen Teilchen wechselwirken mit Magnetfelder durch die Lorentzkraft:

F-1yxB

c
Die Lorentzkraft ist immer senkrecht zu Bewegungsrichtung, wirkt also wie eine Zentri-

petalkraft. Aus diesem Grund verrichten Magnetfelder keine Arbeit:

W%z—/ﬁrF@ﬁx dtv-(vxB)=0.
=0

Verschiedene Konfigurationen an Ladungsstromdichten erfahren ebenfalls die Lorentz-
kraft. Man kann sich jeweils iberlegen, wie das jeweilige Integral aussehen muss:

e Volumen: Eine Beliebige Stromdichte lasst sich durch eine Ladungsdichte verkntipft
mit einem (moglicherweise auch Ortsabhéngigen) Geschwindigkeitsfeld beschreiben:
j(r) = o(r)v(r). Dadurch ergibt sich die Kraftdichte:

1
dF = —ov x BdV.
c
Das heifit integriert:
L.
sz/ijdv
c

e Oberflache: Im Falle, dass der Strom nur auf der Oberfliache eines Volumens flief3t,
beschreibt man die Oberflichenflussdichte K durch die Oberflichenladungsdichte
und schriankt das Integrationsgebiet entsprechend auf die Flache ein: K = ov. Es
folgt das Integral:

F:l/KxB¢4
C

o Leiter: Hier verwendet man die Linienstromdichte I = Av mit der Linienladungs-
dichte A und erhalt analog:

F:l/lem
C Jl
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4.4.4 Magnetisches Dipolmoment

Analog zur Multipolentwicklung in der Elektrostatik kann man auch in der Magnetostatik
vorgehen. Da es keine Monopole gibt, beginnt die Entwicklung mit der Dipol-Ordnung.

Mit der Entwicklung
1 L& r\" I r-r
= - — | P, 0) ~ —
v —r/| r%(r) (cos ) 7‘+ r3

kann man die Integrale umschreiben. Es gilt generell fir den zeitunabhéngigen Fall (0,0 =
0) aufgrund der Kontinuitatsgleichung;:

/de:o,
1%

wenn man voraussetzt, dass es keine Quellen auf der Oberfliche von V' gibt. Dadurch
ergibt sich fiir das Potenzial in der Entwicklung in zweiter Ordnung:

— 3.0 (54! /
_%x/dr(‘](r)xr)

Diesen ersten Term der Entwicklung nennt man entsprechend auch das magnetische
Dipolmoment:

m:2lc/d3rr><j(r).

Mit diesem kann man dann eine Naherung fiir das Vektorpotenzial und das Feld in der
Ordnung O(r’/r) angeben:

Kraft, Energie und Drehmoment

Analog zum elektrischen Dipol wirkt auch auf einen magnetischen im konstanten Magnet-
feld das Drehmoment

T=mxB
und in einem inhomogenen Magnetfeld wirkt die Kraft:
F=V(m-B)
woraus sich die Energie ergibt:
U=-m-B.

Zusammenhang zum Drehimpuls

Zwischen dem magnetischen Dipolmoment einer starr rotierenden Ladungsverteilung, d.h.
einer Stromdichte j = ngv, mit der Ladungstréger- / Teilchendichte n = const., und dem
mechanischen Drehimpuls besteht ein linearer Zusammenhang:
m:g/de‘XV:LL
2c 2mc
——
g

Man nennt v das gyromagnetische Verhaltnis.
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4.4.5 Magnetostatik in Materie

Man identifiziert wie schon in der Elektrostatik die Dipoldichte als die Magnetisierung:

M =nm.

Wobei n die Volumenteilchendichte ist. Die Reaktion des Materials, also die Magnetisie-
rung héngt vom Typ des Materials an. Man unterscheidet zwischen Para-, Ferro- und
Diamagneten. Mikroskopisch entstehen Magnetisierungsphdnomene durch Ausrichtung
von Spins. Man betrachtet sog. Doménen, also gleich magnetisierte Bereiche. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich Doménen ausrichten hangt mit dem Boltzmann Faktor zusammen.
Die genauere Beschreibung folgt in der statistischen Physik.

Die Magnetisierung erzeugt makroskopisch einen Linienstrom um ein Linienelement
dl:

dl,, =M-dl

D.h. man kann analog zur Elektrostatik eine Magnetisierungsstromdichte j,, definie-
ren, sodass gilt:

Jm=cV xM.

Man erhalt die Feldgleichungen in Materie, indem man auf die externe Stromdichte j¢
(auch ,freie“ Stromdichte) die Magnetisierungsstromdichte j,,, addiert. Man nennt dann

H=B-4mM

auch die magnetische Erregung (es gibt unterschiedliche Benennungen). Dadurch er-
geben sich folgende, modifizierte magnetische Feldgleichungen im Medium:

4
VxH="j,, V-B=0
C

In erster Ordnung (linearer Response) gelten wie in der Elektrostatik die linearen Zusam-
menhénge:

1 1
M=xkB = H=-B, pu=——.
7 1 —47rk

Man nennt x auch die magnetische Suszeptibilitat und p die magnetische Permeabilitit
(Diamagnetika p < 1, Paramegnetika p > 1, Ferroelektrika g >> 1).

4.4.6 Magnetostatik an Grenzflachen

Ohne Stromen auf Grenzflache

In analoger Herleitung zu den Sprungbedingungen in der Elektrostatik (Stokes/Gauf})
erhélt man in einem Raum ohne externe Strome (j; = 0):
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o Stetigkeit der Tangentialkomponente von H:

AHtZO

o Stetigkeit in der Normalkomponente von B:

AB, =0

Wichtig bei der Betrachtung ist, dass sich H fiir jy = 0 durch ein skalares Potenzial
beschreiben lasst. Zudem gilt mit V - H = 0, dass dieses Potenzial die Laplace Gleichung
l6sen muss. Die Losungsmethode ist also analog zu den elektrostatischen Problemen.

Mit Strome auf Grenzflache

[0.2cm] Liegt eine freie Stromdichte j; auf der Grenzfliche vor, so ergibt sich:

o Stetigkeit der Normalkomponente von B:

AB, =0

o Sprung der Tangentialkomponente von H

4 jdA
AH, = =3, mit J:Jf(l1 .
Cc

4.5 Elektrodynamik

Die bisherigen Kapitel beschrankten sich auf die unabhéngige Beschreibung von elek-
trischen und magnetischen Feldern. Im folgenden soll dies nun auf die vereinheitlichte
elektromagnetische Theorie verallgemeinert werden. Es wird sich sogar heraus stellen,
dass die Grundgleichungen der Elektrodynamik kovariant unter Lorentztransformation
sind und somit der speziellen Relativitatstheorie gentigen.

4.5.1 Maxwell-Gleichungen
Die Gleichungen die wir bisher betrachtet haben sind:

4

V.-B=0, VxB=_"j
&

V-E=4mp, VXE=0

Man nennt diese auch die Pra-Maxwell-Gleichungen. Sie sind fiir zeitabhangige Strom-
und Ladungsdichten nicht konsistent, wie man an den folgenden Beispielen erkennen kann:

1) Betrachten wir divV x B = 0 so folgt immer V - j = 0, was fiir eine zeitabhangige
Ladungsdichte der Kontinuitatsgleichung und somit der Ladungserhaltung wider-
spricht.
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2) Betrachten wir einen Plattenkondensator in einem Wechselstromkreis. Die strom-
durchflossenen Kabel umgibt ein Magnetfeld da hier offenbar eine Stromdichte vor-
liegt. Im Kondensator baut sich wihrenddessen ein Feld auf. Berechnet man anhand
des Ampere’schen Gesetztes die Magnetfeldstéarke, wobei die Integrationsfliche ein
Kabel schneidet, so ergibt sich ein nicht verschwindendes Feld. Beult man die Inte-
grationsfliche aber so aus, dass ihre Randkurve identisch bleibt, sie aber nun kein
Kabel mehr schneidet, sondern zwischen den Kondensatorplatten hindurch verlauft
so verschwindet das Feld, da dort ja kein Strom flief3t.

Allgemein miissen somit die Gleichungen um Therme erganzt werden, die die zeitliche
Anderung der Felder enthalten, und zwar in einer Form, die dazu fiihrt, dass sich fiir
O, E = 0,B = 0 die Gleichungen von oben ergeben. Man macht den Ansatz, dass dieses
gesuchte Differenzialgleichungssystem von erster Ordnung in der Zeit ist, sodass die Felder
durch gegebene Anfangsbedingungen E(t = 0,x),B(t = 0,x) und o(t = 0,x) eindeutig
bestimmt sind?. Wir erhalten die geforderten Eigenschaften mit dem Ansatz:

1 0E 47 .
c@t_a<VXB_c‘]>
10B

= E

c Ot BV x

Die Proportionalitdtskonstante o muss 1 sein, da nur dann die erste dieser Gleichungen in
Ubereinstimmung mir der Kontinuititsgleichung sein kann. Aus der spéter behandelten
Induktion und der Wellengleichung erhalt man zudem 5 = —1. Die vollstandigen Maxwell-
Gleichungen lauten dann:

V-B=0, VxH:1<47rj+aD>
c ot

V- -D =d4np, VXE:—}a—B.
c Ot

Hierbei gilt H = B — 47M und D = E + 47P. Im Vakuum ist M = P = 0. Die
linken Gleichungen nennt man auch die Zwangsbedingungen, da sie keine zeitlichen
Ableitungen enthalten, sondern ,nur“ Randbedingungen stellen, die unabhéngig von der
zeitlichen Entwicklung immer erfiillt sein miissen.

Die Wechselwirkung mit Materie findet dann iiber die gesamte Lorentzkraft mit
elektrischem und magnetischem Anteil statt:

1
Lorentz-Kraft: F =g (E + —-v X B) .
c

4.5.2 Potenzialgleichungen

Die 1. und 4. Maxwell-Gleichung (auch homogene Maxwell-Gleichungen) garantieren wei-
terhin, dass die Felder aus Potenzialen abgeleitet werden koénnen. Dabei gilt:

V-B=0 = B=VxA

?Dies ist zunichst einmal nur ein Ansatz, dessen Korrektheit dann anhand der Experimente und dem
Vergleich mit anderen Theorien iiberpriift werden muss.
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fiir das Vektorpotenzial A und somit:

10A
E _—— =
Vx( +c8t> 0

woraus insgesamt folgt:

B=VxA, E=--""_V4. (4.9)

Eichtransformationen

Wir fiir die Coulomb-Eichung bereits angesprochen kann man das Vektorpotenzial &n-
dern, ohne, ohne dass sich das Magnetfeld andert. Dies gilt auch im Falle der kompletten
Maxwell-Gleichungen, allerdings muss hier auch ¢ geandert werden:

A'=A+VS, ¢=¢—igw (4.10)

Man kann leicht nachrechnen, dass diese Transformation beide Felder invariant lésst.

Feldgleichungen fiir die Potenziale

Aus den iibrigen (inhomogenen) Maxwell-Gleichungen ergeben sich Gleichungen fiir die
Potenziale. Um diese moglichst kompakt zu halten, verwendet man meist man zwei ver-
schiedene Eichungen:

e Coulomb-Eichung V- A = 0: Diese Eichung vereinfacht die Gleichung fiir ¢
entscheidend:

A¢p = —4mp

o Lorenz-Eichung %8@ + V - A = 0: Diese Eichung fiihrt auf eine symmetrische,
voneinander unabhéngig Form der Gleichungen fiir A und ¢:

1 41,

AA—ng:—?J (4.11)
1

A¢—§£¢=—mg (4.12)

Jede Eichung ergibt natiirlich eine Nebenbedingung, die die Potenziale dann zusatzlich
erfiillen miissen. Die tatséchliche Form der Eichfunktion f ist allerdings unwesentlich.

4.5.3 Erhaltungssitze
Ladungserhaltung

Wie bereits besprochen folgt aus der 4. Maxwell-Gleichung die Kontinuitatsgleichung.
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Energieerhaltung

Die Anderung der kinetischen Energie ergibt sich durch:

T .
E:ZF-vi%/dVyE.

Durch Multiplikation der 2. Maxwell-Gleichung mit E und der 4. mit B erhélt man
durch Addition der erhaltenen Gleichungen unter Verwendung der Kettenregel (0,f(t)? =

2f(t)f(t)) das:

Poynting-Theorem: Ow+j-E=-V-S. (4.13)

Dabei nennt man S auch den Poynting-Vektor

S—EH
47T><

und w ist offenbar die Energiedichte der Felder:

1
E-D+B-H
v 87r( + )

Eine Deutung des Poynting Vektors ergibt sich in erster Linie aus der integralen Version
des Poynting-Theorems:

d

= Wi+ Wraa) = / AV (j-E + dyw) = / dA - S

Der Poynting-Vektor beschreibt also den Energiefluss aus einem gegebenen Volumen. Fiir
ein unendlich grofies Volumen gibt es keinen solchen Fluss durch die Oberfliche und die
Gesamtenergie ist erhalten.

Impulserhaltung

In dhnlicher Art und Weise ergibt sich die Impulsbilanz in der Form:

Il +f=V-T.

mit der Impuls- und der Kraftdichte:

S 1
o= f=oE+-jxB, (4.14)
C

2’
sowie dem Maxwell’schen Spannungstensor

1 1
T=— |EE+BB - ~(E? + B?
47 2
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4.5.4 Induktion

Faraday beschrieb erstmalig ein Phénomen der Elektromotorischen Kraft, die eine
Leiterschleife, mit einer Ladungsquelle in der Form

e:jff-dl

ausiibt, wobei f eine Kraft pro Ladung ist. Ist die Leiterschleife geschlossen, verschwindet
dieses Integral mit Stokes wegen V x E = 0. Im Experiment erkannte Faraday, dass in
einem relativ zu einem Magnetfeld bewegten Leiter ein Strom hervorgerufen wird. Selbes
gilt fiir einen Leiter in einem sich zeitlich &ndernden Magnetfeld. Den Strom in einem, im
Magnetfeld bewegten, Leiter kann man schon durch die Lorentzkraft auf die Elektronen
im Leiter, die sich ja verhalten, wie eine bewegte Ladung verhalten beschreiben:

ff-dl:luBh
C

Hier fiir ein Leiterrechteck, das senkrecht zum Feld B steht. Es ist intuitiv, dass der gleiche
Effekt auftreten muss, wenn das Magnetfeld bewegt ist.
Insgesamt ergibt sich aus der Betrachtung, auch des verdanderlichen Magnetfeldes das
Induktionsgesetz:
19

- -2 [B.as
c cat/

Farayday-Gesetz

Mit Kenntnis der Maxwell-Gleichungen sieht man, dass die Ursache fiir die von Faraday
beobachtete elektromotorische ,,Kraft® in Wahrheit eine Spannung zum Ursprung hat, die
sich durch Integration der 4ten Maxwell-Gleichung ergibt. Dabei nennt man ¢ auch den
magnetischen Fluss und erhalt das Faraday-Gesetz:

1d

v-—-S0, @:/B.ds.
cdt

Fiir ein bewegtes Drahtelement am Ort dl mit Geschwindigkeit v gilt:

d
—d = — 1 B
dt asd (vxB)

Das Vorzeichen des Induktionsgesetzes hat tatsachlich einen eigenen Namen: die Lentz’sche
Regel: Das von einem Induktionsstrom erzeugte Magnetfeld ist stets dem urspriingli-
chen Magnetfeld entgegen gerichtet.

4.5.5 Magnetische Energie
Feldenergie

Die Energie und die Energiedichte eines Magnetischen Feld ergibt sich aus dem Poynting-
Theorem zu:

1
Um:/qum, w, = — B2,
8
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Potenzielle Energie

Dieser Ausdruck lésst sich fiir ein, im unendlichen auf einer Oberfléche verschwindendem,
Magnetfeld umschreiben zu:

1
=—[dVA-j 4.1
Un =5 [dV A (4.15)

Induktivitat

Wir betrachten hier noch einmal den Fall einer statischen Stromdichte. Schreibt man in
(4.15) das Vektorpotenzial A in seiner Integralform so erhélt man fir ein System von
Leitern mit j, = [ig

1 1 i, -1
v ZmZﬂ c? Vi Vi It — 1,

Man nennt die Koeffizienten L,,, fir m # n Gegeninduktivitdten und fiir m = n Selbst-
induktivitat. Mit der Selbstinduktivitdt kann man auch eine Beziehung zwischen dem
magnetischen Fluss und dem Strom einer Leiterschleife herleiten:

O =cLI.

4.6 Elektrodynamik in relativistischer Form

4.6.1 Kovariante Gleichungen

Die Gleichungen der Elektrodynamik, d.h. die Maxwell Gleichungen, sind, wie sich her-
ausstellen wird, bereits kovariant. Die Lorentzkraft fiihrt auf eine 4er Impulsableitung
nach der Figenzeit von:

dio = guiEi dﬁi — guOEi + q ciiky i gk
dr ¢ ’ dr ¢ c ’

mit den rdumlichen Komponenten der Vierer-Geschwindigkeit 1. Die Kontinuitéitsglei-
chung kann man durch die Definition einer Dies kann man zur Definition einer

Vierer-Stromdichte: ;" = (cp, j').

verwenden. Die Kontinuitatsgleichung lautet dann:

Kontinuitatsgleichung: 9,j" =0

und ist kovariant. Dieser Umstand ist sehr wichtig, da es sonst Inertialsysteme geben
konnte, in denen die Ladungserhaltung verletzt ist. Die Lorentz-Eichung, die auf die
symmetrische Form der Potenziale (4.11) fiihrt lasst sich mit der Definition eines

Vierer-Potenzial: A" = (¢, Ai)
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ebenfalls in eine kovariante Form bringen:

Lorentz-Eichung: 0,A" =0 (4.16)

Mit dem d’Alembert-Operator kann man dies dann zudem zu einer kovarianten, inhomo-
genen Gleichung fiir das 4er-Potenzial zusammenfassen:

4
Potenzialgleichungen: [JA* = —Ij“ (4.17)
c

Einige Autoren definieren den d’Alembert-Operator mit umgekehrtem Vorzeichen, wes-
halb dann in dieser Gleichung ein zuséatzliches ,—¢ auftritt. Da die gesamte Theorie
der Elektrodynamik aus dieser Gleichung bzw. aus ihrem Ursprung, d.h. den Maxwell-
Gleichungen abgeleitet wird, ist diese Theorie somit vollstandig kompatibel mit der spe-
ziellen Relativitatstheorie.

Feldstarke Tensor

Aus dem 4er-Potenzial kann man eine Gréfe bilden, die ein antisymmetrischer Lorentz-
Tensor ist und alle Feldkomponenten enthéalt:

Feldstarketensor: " = —F"F = gF AV — ¥ AP

Dabei gilt:
F%=—F', F9=—e/*BF Fm—9.

Dies lasst sich natiirlich auch als 4 x 4 Matrix schreiben:

0 —-FE' —E* —F3
E' 0 -B® B?
E? B? 0 -B!
E?* —-B?* B! 0

P =

Eichtransformation in kovarianter Form

Eichtransformationen sind nun Transformationen des 4er Potenziales, welche den Feld-
starketensor nicht &ndern. Man kann die kovariante Form direkt aus den bereits bekann-
ten Eichtransforamtionen bestimmen und durch einsetzten sehr leicht zeigen, dass der
Felstarketensor unverandert bleibt. Es gilt:

4er-Eichtransformation: A" = A" — 9" f(z).
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Dualer Feldstarke Tensor

Um in einem néchsten Schritt die Maxwell-Gleichungen moglichst kompakt zu einer ko-
varianten Form umzuschreiben, definieren wir eine weitere Grofle. Dazu verwenden wir
den 4-dimensionalen e-Tensor:

+1 fir (o, 5,7,d) = (0,1,2,3) und gerade Permutationen
P = {41 fir (e, B,7,0) = (0,1,2,3) und ungerade Permutationen

0 sonst

Dabei gilt:

afyé
657 = €aB~s -

Damit definieren wir den:

1
Dualer Feldstarketensor: F" = ie“yp”Fpa.

Dieser hat in Matrixschreibweise dann die Form:

0 —-B' -B* -B3
B 0 E3 —FE?
B> —FE3 0 E!
B> E? —-E' 0

4.6.2 Maxwell Gleichungen

Die inhomogenen Maxwell Gleichungen:

V-E=dmp, VxB:1<47rj—|—8E>
c ot

lassen sich durch den Feldstérke Tensor ausdriicken:

4
inhomogene Maxwell-Gleichungen: 0, F"" = %Tj”.

Die beiden homogenen Maxwell Gleichungen

V-B=0, VXE:—}a—B
c Ot

lassen sich mittels des dualen Feldstdrketensors umschreiben:

homogene Maxwell-Gleichungen: 0,F"" =0.
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Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind aufgrund der Eigenschaften von F*” stets er-
filllt. Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen folgen auch aus der Lagrangedichte:

1 1
— A%4, .
167 J

Lagrangedichte des E.-M.-Feldes: [ = — FYFE, ——
C

Dabei hdngt nur j, explizit von den Koordinaten z ab, die anderen Groflen sind alle
Ausdriicke der Felder A*.

Lorentzkraft

Als letztes mussen wir nun die Lorentzkraft ebenfalls in einer kovarianten Form schreiben:

dp* du* ¢
e =Ly,
dr m dr c “

All diese Beziehungen, d.h. zwischen den Tensoren und den Feldern, sowie den Maxwell-
gleichungen und auch der Lorentz Kraft kann man durch explizites nachrechnen kompo-
nentenweise zeigen. Der rdumliche Anteil der Lorentzkraft hat dann die Form:

F =gy <E+V><B>.
C

Wir verwenden hier den Index L, um sie vom Feldstarketensor zu unterscheiden. Im
nichtrelativistischen Grenzfall ¥ — 1 stimmt dies mit der gewohnten Lorentzkraft tiberein.

4.6.3 Transformation der Felder

Aus den Transformationseigenschaften des Feldstarketensors als Lorentz-Tensor kann man
die der Felder leicht herleiten. Vektoriell gilt mit 8 = v/c:

E’:'y(E+ﬁxB)+(1—fy)<E'ﬁg)ﬁ
B = (B-pxE)+ (1) 220

Offensichtlich sind elektrisches und magnetisches Feld in verschiedenen Inertialsystemen
also verkniipft. Es lasst sich also z.B. ein Inertialsystem wéhlen, in dem das elektrische
oder das magnetische Feld verschwindet. Wir betrachten nun einige Konsequenzen.

Beziehung zwischen E und B

Angenommen es existiere kein magnetisches Feld in K’, dann liele sich die Beziehung
zwischen den beiden Feldern in jedem beliebigen anderen System durch:

B — 1 ciik vk]i;k
c c
ausdriicken. Analoges gilt natiirlich umgekehrt. D.h. findet man ein System in dem ent-
weder E'" = 0 oder B" = 0, so sind elektrisches und magnetisches Feld in allen
anderen Inertialsystemen senkrecht zueinander.
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Lorentz Skalare des Felstarketensors

Mit den Definitionen von F* und F* lasst sich zeigen:

FuF" =2(B'B' - E'E') = —Fu, F™
F,F" = —4E'B".

Dabei ist die zweite Grofle ein pseudo Skalar, d.h. sie dndert ihr Vorzeichen unter
Paritat. Man kann zeigen, dass diese beiden Skalare tatséchlich die einzigen beiden
unabhingigen Skalare der Felder sind.

4.6.4 Lagrangeformalismus fiir Teilchen im elektromagnetischen
Feld

In der klassischen Mechanik ist L =T — V. In einem elektrischen Feld ist somit V' = q¢.
Da die Lagrangefunktion translations- und lorentzinvariant (poincareinvariant) sein muss,
darf sie nicht explizit von den Koordinaten x* abhdngen. Insgesamt findet man:

2 . .
Lz—mc%/l—%%—qv’Az—ng.

Daraus erhélt man den korrekten nichtrelativistischen Grenzfall fiir kleine v. Dies lésst sich
dadurch bestétigen, dass sich mit dieser Definition die Lorentz Kraft korrekt reproduzieren
lasst. Zudem erhélt man die kanonischen Impulse (die zudem auch zyklische Koordinaten
sind):

: oL . .
p'=— =myv' + qA".
ovt
Daraus ergibt sich zudem die Energie mittels £ = p‘v* — L die Energie:
E=my® +q¢.

Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung fiir freie Teilchen ergibt sich dann mit
Ftei = E — q¢ und pi. = p' — qA’ zudem die Hamiltonfunktion:

H= \/m204 + 2 (pi — qA) 4 q.
Dies unterscheidet sich von der Hamiltonfunktion fiir freie Teilchen durch die Ersetzung

pt — p' — qA® und den zusétzlichen Term g¢. Dies lisst sich offenbar als Transformation
des Viererimpulses schreiben:

E— . .
= ( C(N),p’—qAZ) :

Dadurch ergibt sich dann mittels p*p, = m?c* die korrekte Gleichung fiir die Energie.
Dieses Prinzip der minimalen Ersetzung spielt eine Wichtige Rolle in der Quantenfeld-
theorie und relativistischen Quantenmechanik. In Ausdriicken von Vierervektoren lautet
dies also:

pt— pt — qA* .

Man erhélt allein durch diese Ersetzung aus der Beschreibung des freien Teilchens die
Beschreibung der Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld.
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4.6.5 Energie-Impuls-Tensor

Aus dem Felstérketensor kann man einen weiteren Lorentztensor 2ter Stufe einfiihren, der
sich aus der Energiedichte w und dem Poynting-Vektor S zusammen setzten wird. Aus
diesem Grund nennt man ihn auch den Energie-Impuls-Tensor. Er lautet:

1 1
Energie-lmpuls-Tensor: 7% = g (F%Fw + 4ga’8F75F75)

In der Matrix-Darstellung ergibt sich:

s - [ w S/
T = (S/C T”“)

Mithilfe der Maxwellgleichungen kann man zeigen, dass gilt

1
0,TF = —EFﬁV Jry -

Dies ist identisch zu den Energie und Impulsbilanzen (4.13) (8 = 0) und (4.14) (8 =
1,2,3). Integriert man diese Gleichung fir j7 = 0 iiber ein Volumen so erhalt man:

1
Phy = — / d®r T = const. .
cJv
Energie und Impulserhaltung ergeben sich hier also direkt aus dem Energie-Impuls-Tensor.
In einer Lagrangen Feldtheorie ergibt sich der Energie-Impuls-Tensor tatséchlich als Er-
haltungsgrofe zur Translation von x* aus dem Satz von Noether.

4.7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Wir betrachten hier zunachst den strom- und ladungsfreien Fall. Dann kann man die
Gleichungen (4.11) vereinfachen zu:

Wellengleichung in Lorentz-Eichung: [JA" =0

4.7.1 Die monochromatische ebene Welle

Man kann durch einfaches Ableiten zeigen, dass die Funktion:

A = Af exp (—iktz,), mit k= (w,k)
c

mit der Bedingung:

2

kKt = %— k|? =0
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die Wellengleichung erfiillt. Man konnte im Exponenten noch eine beliebige reelle Phase
hinzuaddieren. Die Lorentz-Eichung setzt zudem die Nebenbedingung 0, A* = 0 voraus,
was auf die weitere Bedingung:

kA =0

fithrt. Diesen Ansatz nennt man die monochromatische, ebene Welle mit der Kreisfrequenz
w und dem Wellenvektor k. Diese enthalten die Frequenz f = w/27 und die Wellenldnge
A = 27 /|k|. Die Felder erhalt man durch (4.9) zu:

E =ik A° — ik°A | B=ik x A

Unter Verwendung der zyklischen Vertauschbarkeit des Spatproduktes kann man zeigen,
dass gilt:

E-B=k-E=k-B=0

Die Felder E und B stehen also senkrecht aufeinander und zur Ausbreitungsrichtung. Mit
einiger Rechnung kann man zudem zeigen, dass dann gilt:

w
= —kA*A, .
S 47 K

Der Wellenvektor gibt also nicht nur die Ausbreitungsrichtung, sondern auch die Ener-
gieflussrichtung der Welle vor.

Strahlungseichung

Fiir die Behandlung von Wellen wird héufig eine andere Eichung verwendet, die sog.

Strahlungseichung: ¢ =0, und V-A =0.

Diese reduziert letzten Endes die 4-dimensionalen Rechnungen von oben auf einen 3-
dimensionalen Fall, die Beziehungen bleiben aber bestehen. In der Strahlungseichung re-
duziert sich die Wellengleichung dann auf:

OA=¢=0.

Fir ¢ = 0 ist die Nebenbedingung 9, A* = 0 zudem identisch zu V - A = 0. Daher kann
man in den obigen Gleichungen einfach A° = 0 setzten, anstatt alles neu auszurechnen.
So erhélt man zusatzlich:

[E| = [B] = [k[[A],

wodurch sich zudem ergibt:

c 1
S— " |E?k = (EQ) .
47Tw|‘ ¢ 47r|| Ok
—_———

=Wem
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4.7.2 Zu komplexen Feldern

Bis dato haben wir immer mit komplexen Feldern gerechnet. Dies ist mathematisch ange-
nehm, da es sich leicht mit der Exponentialfunktion rechnen lasst. Das physikalisch reale
Feld ist jedoch stets nur der Realteil. Der Realteil einer komplexen Zahl lasst sich stets
als die Summe der Zahl und ihrem Komplex-Konjugierten ausdriicken: Re (a) = a + ax.
Da die verwendeten Gleichungen linear sind, ist es erlaubt zunéchst die gesamte kom-
plexe Losung anzusetzen und erst am Ende den Realteil zu betrachten. Relevant wird
der Unterschied aber besonders bei der Betrachtung der gemittelten Energie und

Energiestromdichte. Dazu betrachten wir harmonische Zeitabhéngigkeiten (vgl. ebene
Welle):

a(r,t) = ao(r) ", b(r,t) = by(r) ",
wobei ag und by durchaus komplex sein konnen. Daher ist es sinnvoll in Zeitmittlungen
tiber eine Periode, d.h. T' = 27 /w zu integrieren. Es fallt auf, dass:
to+T . to+T .
/ A“tdt =0 und et WAt =T
to to

gilt. Daher folgt fiir die Zeitmittlung der Realteile:

(Re @) () - Re (B) (7] = 5Re (a9 - by)

(Re(a) (t)) x Re(b) (t) = ;Re (ag x by) .

Dabei kénnte man auch aj verwenden. Daraus folgt, falls alle Felder ebenfalls eine har-
monische Zeitabhangigkeit aufweisen:

gl

— C
= FRG (HO Bo + E() Do) , S(I‘,t) = 8771' Re (Eo X HS)

Polarisation einer Welle

Als die Polarisation einer Welle versteht man die Richtung ihres Amplitudenvektors. Wir
machen uns dies hier am Beispiel einer monochromatischen Welle, die sich in z-Richtung
ausbreitenden Welle deutlich. Deren elektrisches Feld hat die Form:

E, cos(kz — wt + ¢,)
E = | B, cos(kz — wt + @)
0

Man unterscheidet 3 wesentliche Polarisationsformen:

o Lineare Polarisation: Die Amplitude zeigt konstant in die selbe Richtung: ¢, =
Py-

« Elliptische Polarisation: Die Amplitude rotiert mit konstanter Rotationsgeschwin-
digkeit um die Ausbreitungsrichtung: ¢, — ¢, = 7/2.

e Zirkulare Polarisation: Dies ist ein Spezialfall der elliptischen Polarisation mit
E, = E,. Hier ist eine Besonderheit, dass |E| = const.
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Uberlagerungen verschiedener Polarisationsformen nennt man unpolarisiert. Man kann
die zirkulare Polarisation auch sehr komfortabel auf einem unitédren Vektorraum, d.h. fiir
diesen Fall mit den beiden komplexen Vektoren:

1
ei—ﬁ(

e, tie))

beschreiben. Dann gilt:

o cos(kz — wt)

=2 | Fsin(kz — wi)

V2 0

Man kann dies mit den Spin-Einstellungen des Photons vergleichen, welche sich tatséchlich
dhnlich darstellen lassen.

E(r,t) = Re (Eoei(kz_wt) ei> -

4.7.3 Allgemeine Losung

Monochromatische ebene Wellen treten in der Realitdt nicht auf. Dies kann man sich zum
Beispiel dadurch verdeutlichen, dass die Gesamtenergie

1
= — | |E 2
U=+ [ 1BV

divergiert, da eine solche Welle den gesamten Raum ausfillt. Eine reale Losung der Wel-
lengleichung erhélt man durch Uberlagerung der ebenen Wellen. Diese bilden ein kon-
tinuierliches VONS, sodass jede reale Losung nach ihnen entwickelt werden kann. Man
betrachtet zudem nur die Realteile der Losungen, da Imagindre Felder ebenfalls keine
physikalische Realitét besitzen. Insgesamt also:

AP(r, 1) = Re ( [k (At et 1 A5 e—i<k'r—wt>)> Cow=clk. | (418

Die Amplituden A nennt man in diesem Zusammenhang auch Wellenpaket, da durch
sie vorgegeben wird, welche moglichen k-Vektoren in der Welle auftreten. Man tiberpriift
leicht, dass diese Form die Wellengleichung 16st.

4.7.4 Gruppengeschwindigkeit

Im Falle einer monochromatische, ebnen Welle breiten sich Flachen gleicher Phase mit
der

Phasengeschwindigkeit: v, = %

aus. Dies sieht man daran, dass fiir Flichen gleicher Phase gilt: wt — k - r = const.. Im
Vakuum ist diese Phasengeschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit c. Tatsachlich
gibt es aber noch eine weitere Interessante Geschwindigkeit, die etwas tiber die Fort-
pflanzung eines Wellenpaketes aussagt. Dazu betrachten wir eine allgemeine Losung (hier
exemplarisch ein einzelner Summand in einer Dimension):

Az, 1) = / dk Ag(k)eitke=wt)
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Ap(k) konnte hier beispielsweise eine Gauflglocke sein. Eine Taylorentwicklung von w um
ein ko fuhrt zu:

Ow 10%w 5 3
wmwlho) +ap| (k= ko) + 550 (k= ko) +0 ((k - k)?)

Eingesetzt liefert dies in erster Ordnung:
A(IL‘,t) _ ei(kovgr—wo)t/dk A(k)ei(k(x—vgrt))
= eikovs=wo)t A(3 —4p,.,0)

Ein Wellenpaket bewegt sich also in erster Naherung unter Beibehaltung seiner Form mit
der

Oow

Gruppengeschwindigkeit: v, = %

ko

fort. Der quadratische Koeffizient wird auch als Dispersionskoeffizient 5 bezeichnet
und sorgt fiir ein Verformen des Wellenpaktes mit der Zeit. Fiir Lichtwellen im Vakuum
ist immer w = kc. Das heifft es existierten keine hoheren Terme und das Wellenpaket ver-
formt sich nicht, verhélt sich sogar exakt wie in der obigen Rechnung. Im Medium kann
sich dies durch die, von der Wellenldnge abhéangige Lichtgeschwindigkeit ¢ = n(\)c jedoch
andern, wie sich unten zeigen wird. Allgemein sagt man, dass im Falle vy, # v, Disper-
sion vorliegt. Fiir Masse-behaftete Teilchen der nichtrelativistischen Quantenmechanik
gilt beispielsweise:

hk? hk

=

w Vgr = — = Ukl -
m

~ 2m
Hier liegt auch im Vakuum Dispersion vor. Eine schone Animation um den Unterschied
zwischen Gruppen und Phasengeschwindigkeit zu verdeutlichen findet man bei Wikipedia.
Die Phasengeschwindigkeit kann allgemein sogar grofler als die Lichtgeschwindigkeit
sein. Dies steht aber nicht in Konflikt mit der speziellen Relativitédtstheorie, da die Aus-
breitung von Quanten oder auch Information mit der Gruppengeschwindigkeit erfolgt.

4.7.5 Hohlraumresonator

Wir betrachten nun bestimmte sog. stationdre Losungen der Wellengleichung in Strah-
lungseichung:

A(r,t) = A°(r) exp (iwt) .

Eine solche Losung nennt man stationar, da hier das rdumliche Profil Ay(r) von der
zeitlichen Modulation abgekoppelt ist. Die Wellengleichung wird mit Nebenbedingung
den Nebenbedingungen V- A = k — w/c = 0 dadurch zur:

Helmholtz-Gleichung: AA + k*A = 0.
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Wir betrachten nun ein kartesisches Koordinatensystem in welchem diese Gleichung kom-
ponentenweise AA? + k2AY = 0 lautet. Betrachtet man anstatt der Komponenten A%
die Variablen v, = 9,,A4% so vereinfacht sich die Nebenbedingung auf eine algebraische
Gleichung und die 9, erfiillen trotzdem die Helmholtzgleichung (Vertauschung der Ab-
leitungen):

Die einzelnen Gleichungen fiir die v,,, kann man durch den kartesischen Separationsansatz
Y(r) = HX’L<:U’L)

auf die Gleichungen:
X' () 2 . W 2
zuriickfiihren. Die Losungen dieser Gleichung sind bekannt:
Xi(x;) = ¢ sin(kjz; + o), ¢, = const. € R.

Aufgrund der algebraischen Nebenbedingung missen alle 1, dieselbe funktionale Ab-
héngigkeit von den Koordinaten haben nur die Amplituden C,, = (cicac3),, diirfen sich
unterscheiden erfiillen aber:

S G = 0
Da jeweils eine Funktion 1, integriert werden muss folgt fiir das elektrische Feld:

E, cos(kixy + ay) sin(kaxs + ag) sin(kszxs + ag)
E(x,t) = E, sin(k1z1 + aq) cos(koxa + ag) sin(kszs + az) | e
Essin(kyz1 + oq) sin(kqts + o) cos(ksxs + as)

—iwt

mit

E_ —ik:im, = N knEn=0.
Fir die 3 beliebigen FE,, gibt es also eine Bestimmungsgleichung fiir gegebenes k =
(k1, ko, k3), d.h. 2 freie Moglichkeiten. Dies sind die beiden Polarisationsrichtungen.
Nun betrachten wird das Problem in einem quaderférmigen leitenden Hohlraum. Hier
miussen die Tangentialkomponenten von E in den Wanden und somit aufgrund der
Stetigkeitsbedingung auch direkt davor, verschwinden. Dies fithrt auf die Nebenbedin-
gungen:

$1:0,$1:L1: E2:E3:O,
IEQZO,ZEQ:LQZ E1:E3:O7
r3=0,23 = L3 : E,=FE,=0.

Dadurch werden die Konstanten «;, sowie k; genauer festgelegt:
Oéi:(), kiLi:nﬂT, niGN.

Daraus folgt fiir die Frequenz:

o3+ () ()
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4.8 Elektromagnetische Wellen im Medium

Wir konnen hier leider nicht die bereits bestimmten Potenzialgleichungen verwenden, da
diese nur fiir das Vakuum giiltig sind. Daher miissen wir die Wellengleichung neu herleiten.
Wir betrachten direkt die Maxwell-Gleichungen 2 und 4. Im Allgemeinen lassen sich diese
beiden Gleichungen nur schlecht vereinen, daher betrachten wir folgende Spezialfalle:

4.8.1 Homogenes, nichtleitendes Medium

In einem homogenen, nichtleitenden (j = 0), ungeladenen (V-E = 47wp = 0) Medium sind €
und g nicht ortsabhangig. Dadurch kann man sie beliebig durch die Differenzialoperatoren
ziehen. Durch bilden der Rotation der 4. Maxwell-Gleichung und einsetzten der 2. erhélt
man die Gleichung:

e 0

AE - — —E=0.

2 ot?
Die Welle breitet sich also genauso aus wie im Vakuum, hat nun aber die verédnderte
Phasengeschwindigkeit

Phasengeschwindigkeit im Medium: « = .
e(w)pw)

Die Konstanten konnen von der Wellenldange abhéngen, d.h. u.U liegt Dispersion vor.
Man fithrt hier eine neue Grofle, den

Brechungsindex n: u :=

ein. Fir den Wellenvektor gilt dann:

w wn
=2 =22 = k.
u C

4.8.2 Leitfahiges, homogenes Medium

In einem leitfihigen Medium kann die Stromdichte j nicht mehr vernachlissigt werden.
In der Ndherung der linearen Response (j = cE, was dem Ohmschen Gesetz entspricht)
erhdlt man jedoch unter demselben Ansatz wie oben die Gleichung:

e 02 Ao
AE=—-—E+ —E.
c? Ot? + c?
Hierbei wurde p =~ 1 gendhert, da fiir die meisten Materialien € ausschlaggebend ist.
Wendet man hier ebenfalls den Ansatz einer monochromatischen, ebenen Welle, so erhalt

man fiir k£ die Bedingung;:



Der Brechungsindex lautet also:

o
n? =e+ 47—
iw

und ist somit komplex. Man teilt ihn haufig in Real- und Imaginérteil mit den Bezeich-
nungen:

komplexer Brechungsindex: n =n'+ix.

Dadurch ergibt sich fiir die Welle im Medium die Form:
E(z,t) = Eqexp [i (kon' — wt)] exp (—kko2)

Die Phasengeschwindigkeit wird also durch den Realteil des Brechungsindizes bestimmt.
Zusétzlich gibt es eine exponentielle Abschwichung der Welle, sodass der Energiefluss
betragsméBig oc exp(—2kkoz) sinkt. Daher nennt man A = 2xky auch den Abschwé-
chungskoeffizient.

4.8.3 Lorentz-Modell

Zuletzt betrachten wir ein homogenes Medium, das nichtleitend ist, dessen Atome und
Molekiile aber zu Schwingungen angeregt werden kénnen. In erster Naherung betrachten
wir diese Schwingung als harmonisch:

2
d+wid="LE. (4.19)
m

Dies nennt man auch das Lorentz-Modell. Eine spezielle Losung, die vom aufleren Feld
abhangt lautet, wieder fiir den Fall einer monochromatischen, ebenen Welle mit Frequenz
w:

q*/m
wi —w?’

d=a(WE(t), mit ow)=

Tatsachlich ist a die Polarisierbarkeit der Teilchen und die Polarisation ergibt sich durch
P = nd mit der Teilchendichte n. Setzt man diese Polarisation nun in den Maxwell-
Gleichungen bei D ein, so erhdlt man durch analoges vorgehen wie oben:

; ., 4mg’n
3 , mit w; = .
wi — w? P m

0

n?=1+

Man nennt w, auch die Plasmafrequenz. Man kann zusatzlich einen Dampfungsterm
—2vd in (4.19) berticksichtigen, der die Polarisierbarkeit verdandert und man erhalt:

w?

wh — w* + 1w

Eine Dampfung der Schwingung der Teilchen des Mediums fithrt also erneut zu einem
komplexen Brechungsindex und somit zu einer Abschwéachung des Energieflusses.
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4.8.4 Brechung und Reflexion

Zur Bestimmung der Brechungseigenschaften einer elektromagnetischen Welle an der ebe-
nen Grenzflache zwischen zwei Medien mit Brechungsindex n; und ns verwendet man die
bekannten Stetigkeits- und Sprungbedingungen fiir D und E. Man setzt zur Losung der
Wellengleichung in den verschiedenen Teilrdumen jeweils Monochromatische Wellen mit
entsprechendem Wellenvektor (d.h. entsprechender Phasengeschwindigkeit) an:

B Bt exp(ik; - r) + rexp(—ik, - r) im Medium n,
= Ege
’ texp(ik; - r) im Medium ns

an. Dabei ist die Bedeutung der Konstanten r und ¢ aus der Anschauung heraus gegeben:
r bezeichnet den reflektierten, ¢ den transmittierten Anteil der Welle. Die Frequenz der
Welle muss dabei in allen Bereichen die gleiche bleiben (Energie der Photonen bleibt
gleich). Es ergibt sich, dass k., k, und k; in einer gemeinsamen Ebene, der Einfallsebene
liegen. Durch das Losen dieses Systems erhalt man Beziehungen fiir den Winkel zwischen
den Wellenvektoren, die man als das

. N9 sin «
Snellius’sches Brechungsgesetz: — = —— !
)
ny sin 3

kennt. Dabei bezeichnet o den Einfallswinkel, o/ den Reflexionswinkel und g den Trans-
missionswinkel zum Lot. Die Gleichungen fir » und ¢ hdngen von der Ausrichtung der
Welle ab: Fiir den Anteil des elektrischen Feldes parallel zur Einfallsebene gilt:

i tan(a — ) ~ 2cos(a)sin(f)
P tan(a + B)’ P sin(a + B) cos(a — )
und fiir den Anteil senkrecht zur Einfallsebene:
_ sin(a — ) o 2 cos(a) sin(5)
~ sin(a+6)’ R

Man nennt dies auch die Fesnel’schen Formeln.

4.9 Inhomogene Wellengleichung

4.9.1 Retardierte Potenziale

Im Vakuum fiihren die Maxwell Gleichungen unter Lorentz-Eichung (4.16) auf die kovari-
ante Gleichung (4.17). Diese gilt es nun zu lésen. Die Allgemeine Losung der homogenen
Gleichung ist durch (4.18) gegeben. Wir stellen nun zunéchst A#(z*) und j#(z®) als Fou-
riertransformation dar:

1 .
Ab(z%) = M/Rdw Al () et

und analog fiir j7#(z®). Dann setzten wir dies in die inhomogene Wellengleichung ein und
erhalten:

(A +#2) Al(r) = —4mji(r) mit k="

c

103



Tatséchlich findet man, dass der Differenzialoperator £ := A + k? die folgende Green’sche
Funktion besitzt:
1 exp(+£ik|r —r'|)

Ge(rx') = 4 v — /|

Dies kann man mit der bekannten Green’schen Funktion des Laplace Operators durch
Einsetzten zeigen. Mit dieser Green’schen Funktion kann man nun eine Lésung fir A%(r)
angeben:

/d3 exp (fik|r —r'|)
je—rf

Die Rucktransformation fithrt auf die

1 't
Retardierte Potenziale: A*(t,r) = /d3 "7|(r,|) (4.20)
c r—r
wobei gilt:
—r'(t R(¥
Retardierte Zeit: (' =1 — Iy = ()] =1t (t)
C C

Hierbei ist r der Ort, an dem das Potenzial zur Zeit t den Wert A*(r,¢) hat. Dazu tragen
aber die Anteile von j#(r,t) zur Zeit t' bei, da die endliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Wechselwirkung hier erfillt ist. Dabei ist r'(#') der Ort der Ladungsdichte
zur Zeit t', der eben dann genau zu A*(r,t) beitragen kann.

Es gibt auch sog. avencierten Potenziale, in welchen die Zeit mit ¢ = t+ R/c trans-
formiert. Man muss die korrekte Losungen je nach kausalem Zusammenhang auswéahlen.

4.9.2 Liénard-Wiechert-Potenziale

Fiir die Strom- und Ladungsdichte einer Punktladung, die sich entlang einer Bahnkurve
ro(t) mit vo(t) bewegt gilt offenbar:

o(r,t) = qo(r —xo(t)),  jlr,t) = qvo(t)d(r —ro(t)),

Die Retardierung lassen wir nun von einer ¢-Distribution durchfithren und ziehen die
Integration nach d3r’ vor. Dann erhalten wir:

= [y [as 7 ‘r_r‘ ~(t = R(t)/c)
q/d (¢, vols 5@—@—Rwy@y

Ir —ro(s)

Daraus folgen mithilfe der Rechenregel fir 6(h(z)) die Liénard-Wiecher-Potenziale:

B q _q vo(t')
(r,t) = R TR A(r,t) = () — WORD

C Cc
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Hier werden die alle Groflen auf der rechten Seite zur retardierten Zeit ¢’ ausgewertet.
Eine alternative Herleitung betrachtet das Feld einer unbewegten Punktladung in einem
Koordinatensystem, welches gerade mit vy mitbewegt ist. Dort gilt die gewohnte Bezie-
hung:
q
¢

Cr—ro|

Mithilfe der 4er-Geschwindigkeit und dem neu definierten 4er Vektor: R® = (R, R), lisst
sich dies fiir das konkrete Koordinatensystem in die Form:

o _ qu(t)
Liénard-Wiechert-Potenzial: A*(r,t) = W
u”lig

bringen. Da diese kovariant ist haben wir damit die Form der Potenziale in allen Inerti-
alsystemen gefunden. Diese Darstellung ist dquivalent zu der obigen.

4.9.3 Dipolstrahlung

Wir wollen nun die retardierten Potenziale verwenden, um die Strahlung einer Oszillie-
renden Ladungsverteilung zu bestimmen. Dafiir trennen wir den rdumlichen Anteil in der
Form:

j*(r,t) = Re (j“(r) e_iwt) :

Das Re (:)-Symbol werden wir im Folgenden erst einmal weg lassen und erst bei der
Betrachtung der realen Felder wieder anfiigen. Zudem gehen wir davon aus, dass die
Stromdichte auf einen endlichen Bereich Ry begrenzt ist. Wir verwenden nun die Strah-
lungseichung, sodass wir nur betrachten:

A(r,t) = i/dST’j(r’)eXp (Chlr =21 =wt) A (r) exp(—int),

v — |

wobei k = w/c. Wir wollen nun das Fernfeld betrachten, daher machen wir die Naherung:

Ry << A << r,

wobei A = 27 /k = 2mwc/w ist. Dies schrankt die Ladungsverteilung auf einen kleinen Ort
und zudem die maximal zulédssige Oszillationsgeschwindigkeit auf vy, << ¢ ein. Nun
entwickeln wir

/

rvl=r-"Trowm = :1<1+r'rr/+o((r’/r)2)).

Daraus folgt zudem:

exp(iklr — r'|) = ekr g —iker! /1 (1+00("/r)) .
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Da auch A >> 7’ sein soll kann man den zweiten Faktor direkt auf 1 setzen (Langwellenndherung).
Dann folgt:

Ar) = ieXpSk” / &3 j(r') .

Das Integral kann man unter Verwendung der harmonischen Zeitabhangigkeit unter par-
tieller Integration durch das Dipolmoment ersetzten wodurch wir erhalten:

eikr )
A(r,t) = —ikp—e "
T

Hierbei handelt es sich um eine auslaufende Kugelwelle. Im Gegensatz zu ebenen Wel-
len ist diese ein physikalisch realistischer Zustand, da ihre Intensitéit in Ubereinstimmung
mit der Energieerhaltung abnimmt. Aufgrund der Rotationssymmetrie kann der Nabla-
Operator hier alleine durch die Ableitung nach r ausgedriickt werden. Erneut in den
obigen Nédherungen erhalt man fiir die Felder:

ei(krfwt) ei(krfwt)

B(r,t) = k*(e, x p) : E(r,t) = k*(e, x p) X e,
r

Das verhalten der Felder Wir wollen nun die Leistung die in ein bestimmtes Raumwin-
kelelement d€2 abgestrahlt wird bestimmen. Dazu verwenden wir:

PQ:/S-r2erQ.
Q

Unter einiger Rechnerei mit den Kreuzprodukten folgt unter der Annahme eines reellen
p:

dpP wt
dQ  8rne3

Ip|*sin? 6.

Dabei ist # der Winkel zwischen p und e,. Ein oszillierender Dipol strahlt also offenbar
nur senkrecht zu seiner Schwingungsrichtung.
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Kapitel 5

Quantenmechanik

Zur Notation

Operatoren werden bei der Behandlung ihrer rein mathematischen Eigenschaften mit A
und im physikalischen Kontext mit fl, bzw. bei Vektoroperatoren A bezeichnet. Einige
Operatoren, wie die z.B. Permutation und die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
werden ohne besondere Notation verwendet, um nicht von dem Hauptteil der Literatur
abzuweichen.

5.1 Einfiihrung: Grenzen der klassischen Physik

In der Entwicklung der Physik im ausgehenden 19ten und beginnenden 20ten Jahrhundert
traten mehr und mehr Phanomene und Effekte auf, die man mit den klassischen Theorien
(insb. Elektrodynamik und newtonsche Mechanik) nicht mehr erklaren konnte. Auf der
einen Seite fithrte dies zur Entwicklung der Relativitatstheorie auf der anderen Seite zur
Formulierung der Quantenmechanik. Im Wesentlichen 16st die Theorie der Quantenmecha-
nik das Paradoxon, dass Teilchen mal als Welle und mal als diskrete Energie/Masse-Pakete
angesehen werden massen um das Ergebnis von Experimenten zu deuten. Analog miissen
(Licht-) Wellen mal als ,echte“ Wellen im Hugens’ und Maxwell’schen Sinne Betrachtet
werden und mal als Teilchen in diskreten Energiepaketen. Als Beispiele fiir Experimente
bzw. Effekte, die sich nur im ,, Teilchenbild“ deuten lassen, seien hier die Schwarzkorper-
strahlung, der photoelektrische und der Compton-Effekt genannt. Gleichzeitig erfordert
besonders das Doppelspaltexperiment eine Deutung im Wellenbild. Zusétzlich ist die Sta-
bilitat von Atomen nicht im reinen Teilchenbild erkldarbar. Die Begriffe Teilchen- und
Wellenbild kénnen missverstandlich sein. Tatséchlich gibt es so etwas wie ,reine® Teilchen
oder Wellen nicht.

5.1.1 Schwarzkorperstrahlung

Im frithen 20ten Jahrhundert stellte man fest, dass mittels der klassischen Thermo- und
Elektrodynamik die Strahlung eines perfekt absorbierenden schwarzen Korpers der Tem-
peratur 7" nicht schliissig erklart werden konnte. Die klassische Betrachtung, das Rayleigh-
Jeans-Gesetz, fithrte zur sog. Ultraviolettkatastrophe, da die Gleichungen eine unend-
liche Strahlungsleistung im Bereich kleiner Wellenldngen vorhersagten (Ex. III). Auch
das empirische Stefan-Boltzmann-Gesetz, welches aus den Gleichungen hatte folgen sol-
len, konnte man nicht erklaren. Max Planck 16ste dieses Problem, indem er annahm, dass
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Elektromagnetische Strahlung auch als diskrete Energiepakete , Teilchen“ der Energie

E=hf:=hw (5.1)

betrachtet werden kann. h = 6.62 - 10734Js = 4.14 - 10~ '® eVs ist hierbei das Planck’sche
Wirkungsquantum. Die Definition & = h/27 ist lediglich eine Abkiirzung.

5.1.2 Doppelspaltexperiment

In der Optik deckte sich das Doppelspaltexperiment, bzw. die sich ergebende Intensitéts-
verteilung exakt mit der Erwartung, da Licht ja ohnehin als Welle im klassischen Sinne
betrachtet wurde. Fiihrt man denselben Versuch aber mit einem Elektronenstrahl durch
erhalt man analoge Ergebnisse, die nicht mit dem Teilchenbild der Elektronen vereinbar
sind. Insbesondere bleibt das Interferenzbild unverédndert, wenn man die Intensitéit so lan-
ge reduziert, dass von einzelnen Elektronen, die auf den Spalt treffen, ausgegangen werden
kann. Dadurch wird eine Erklarung durch Wechselwirkung der Elektronen untereinander
ausgeschlossen. Allgemein kann dieses Phanomen fiir Teilchen gedeutet werden, denen
man eine sog. de-Broglie-Wellenlédnge zuordnet:

A= (5.2)

Analog zur Energie kann man auch diese Gleichung in Beziehung zu einer anderen fiir die
Wellentheorie wichtigen Grofle setzten, was im Folgenden eine Rolle spielen wird:

p=hk. (5.3)

5.1.3 Stern-Gerlach Versuch I

Beim Stern-Gerlach Versuch wird ein Strahl aus Atomen mit magnetischem Moment p
durch ein Magnetfeld geleitet. Damit die Atome hierbei auch eine Kraft erfahren ist das
Magnetfeld bewusst nicht einfach homogen, sondern weist (vorzugsweise in eine bestimm-
te Richtung) einen Gradienten auf. Klassisch wiirde man erwarten, dass das magnetische
Moment statistisch (je nach zufalliger Drehung des Atoms) auf einem Kreis mit Radius |u|
verteilt ist und somit ein breiter Fleck auf dem Detektorschirm auftreten wiirde. Tatsach-
lich konzentriert sich die Verteilung aber an Orten, die zu einem diskreten magnetischen
Moment pg, bzw. —pug gehéren. Anscheinend ist also auch das magnetische Moment
quantisiert.

Der Stern-Gerlach Versuch verdeutlicht aber noch eine weitere Eigenschaft des magne-
tischen Momentes. Filtert man aus dem Atomstrahl einen der sich ergebenden Teilstrah-
len heraus, so wiirde man erwarten, dass wenn man ihn erneut durch einen identischen
Stern-Gerlach-Apparat (SG) fithrt, weiterhin nur ein Strahl, z.B. der zur Region um py,
existiert, und nicht plétzlich wieder Atome ein magnetisches Moment in der Region — g
besitzen. Tatséchlich trifft dies auch zu. Schaltet man aber einen dritten SG zwischen die
beiden Urspriinglichen, der eine andere Vorzugsrichtung aufweist, so ergibt sich tatséch-
lich nach Durchlaufen aller SG wieder ein Strahl in der magnetischen-Moment Region
die vorher ausgefiltert wurde. Auch diese ,Wiederbelebung“ des ausgefilterten Strahles
ist mit klassischen Methoden nicht zu erkliren. Es fillt allerdings eine groBe Ahnlichkeit
zum Phanomen der Polarisation von elektromagnetischen Wellen auf.
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5.2 Unitare Raume

In der Quantenmechanik sind komplexe Vektorraume von zentraler Bedeutung. Daher
hier noch einmal eine Zusammenfassung der wichtigsten Konzepte.

Eine Menge V' zusammen mit einer Verkniipfung @ : V' x V' — V' (Addition) und einer
Verkniipfung @ : K x V' — V (Multiplikation), bezeichnet man als Vektorraum iiber
dem Korper K, wenn gilt:

A: Fiir die Addition gilt: Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Existenz eines neutralen
und eines Inversen Elementes

M: Fir die Multiplikation gilt:
0O Wev) = (a0u)(aou),
(a+p)ov=(a0v)®d(BOV),
(a-f)ov=a0(BOv),
sowie Existenz eines Neutralen Elementes!

Wir bezeichnen im Folgenden der Einfachheit halber H als den komplexen Vektorraum,
mit gewohnter Addition und Multiplikation mit Elementen aus C. Die Elemente von
‘H bezeichnen wir mit |a), |b),... (sprech:  ket“-Vektor). Einen komplexen Vektorraum
mit einem Skalarprodukt nennt man unitir. Dieses muss die folgenden Eigenschaften
erfiillen:

() (alb) = (bla)*

(i) (ala) > 0, wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn |a) = 0. Hierbei stellt ()
sicher, dass (a |a) € R.

(i13) (a|Ab+c) = Aal|b)+ (a|c), A€ C (Linearitdt im zweiten Argument)

Hierbei ist a* das komplex konjugierte zu a. Aus (i) und (éi7) folgt sofort, dass das Ska-
larprodukt antilinear im ersten Argument ist, in dem Sinne, dass:

b+ cla) = X*(bla) + {c|a) . (5.4)

Wie gewohnt wird ||a|| := (/{a|a) > 0 als die Norm (Lange) des Vektors bezeichnet.
Wenn |a) Element eines Vektorraumes H ist und eine Orthonormalbasis {|e;)}ien zu
diesem Raum existiert?, dann kann man den Vektor |a) als Linearkombination der |e;)
darstellen:

la) = ;ai le:) a; = (e; |a) (5.5)

Sind zwei Vektoren in der gleichen Basis gegeben so folgt aus den Definitionsgleichungen
fiir das Skalarprodukt und der Orthonormierung;:

(a|b)y = Z:la;bj (5.6)

Insbesondere wird nicht die Existenz eines inversen Elementes gefordert.
2Zur Erinnerung: Eine Orthonormalbasis erfiillt: (e; e;) = d;; und ist vollstindig.
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Es fallt natiirlich auf, dass all diese Definitionen und Eigenschaften sich, bis auf die
komplexe Konjugation an einigen Stellen, nicht von der Definition fiir gew6hnliche R-
Vektorraume unterscheiden. Trotzdem ist es spétestens bei der Einfithrung des Hilber-
traumes hilfreich iiber eine neue, praktische Notation und entsprechenden Formalismus
zu verfiigen.

5.2.1 Der Duale Raum

Betrachten wir C-lineare® Funktionen ¢ : H — C. Diese sind aufgrund ihrer Lineari-
tat durch ihre Wirkung auf alle Basisvektoren |e;) eindeutig gegeben. Gilt beispielsweise
©(le;)) = fi, so folgt offenbar ¢(]a)) = > a;f;. Nun ist die Summe zweier linearer Funk-
tionen* wieder eine lineare Funktion und man kann die Gesamtheit aller linearen und
beschriankten Funktionen auf H selbst mit einem Vektorraum, den man den dualen
Raum H* nennt, identifizieren. Dieser Raum hat ebensoviele Dimensionen wie H selbst.
Die Wirkung von ¢ = 3 fipllé?} (dargestellt in der Basis |e;)) ldsst sich offenbar durch
das Skalarprodukt von |p) := 3 fF|e;) mit |a) schreiben. Allgemein gilt der Rieszsche
Darstellungsatz:

Rieszscher Darstellungssatz: Sei H ein Hilbertraum (wird spéter genauer erlautert)
und ¢ € H*. Dann existiert ein eindeutiges Element |y,,) des #H, sodass gilt:

p(l2) = (Y |7)

Allgemein kénnen wir somit dem zu |a) umgekehrten Objekt (a| ebenfalls eine Bedeutung
zuordnen. Man bezeichnet (| auch als einen bra-Vektor:

a) =S Ma)eH & (= Ao € H* (5.7)

Alle bra-Vektoren sind also Elemente des Dualen Raumes. Zusammen mit einem ket-
Vektor im Skalarprodukt ergibt sich also ein bracket. Im gewohnten Spaltenvektorenbild
ist der bra-Vektor einfach der komplex konjugiert transponierte, auch adjungierte, Vek-
tor.

(@)’ = (a”)* = al — (al (5.8)

Beispiel:

In dieser Notation tiberzeugt man sich leicht, dass
O] = (},....0%) < |b)=(b,...on)" = (blay => bha;. (5.9)

Die bra-ket-Notation nennt man auch Dirac-Notation. Der Vektor a heifit auch dualer
Vektor.

3C-linear: fiir beliebige |a), |b) € H, sowie A € C gilt: p(A|a) + [b)) = Ao(|a)) + ©(|b))
also Ap1(la)) + ppa(|a))
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5.2.2 Operatoren

Als néchsten Schritt betrachten wir lineare Abbildungen A : ‘H — H (also, im Gegensatz
zu oben, nicht nach C). Die Linearitét ist definiert durch:

A(Ma) + b)) = AAla) + AlD) .

Wir bezeichnen solche Abbildungen im Folgenden auch als Operator. Man kann die
Koeffizienten von A beziiglich einer (nicht zwingend orthogonalen) Basis {|g;) } angeben
als:

Aij = (9:|Agj)
Dabei wirkt der Operator im Skalarprodukt auf den ket mit dem er zusammen geschrieben
wird. Man kann jede Abbildung dieser Art als Matrix darstellen, dann aber immer
beztiglich einer bestimmten Basis. Man kann sich leicht klarmachen, dass (a |Ab) linear
in |b) ist. Somit kann man auch (a|A als einen bra aus dem dualen Raum H* auffassen.
Man definiert dafiir den zu A adjungierten Operator A', der durch

(b|Ata) = (a]Ab)* (5.10)

definiert ist. Daraus folgt (AT>T = A. Insgesamt erhélt man die Identifizierung
c) = Ala) (| = (alA

Ein adjungierter Operator wirkt also nach links, so wie der Operator selbst nach rechts.

Identitatsoperator

Aus der Darstellung eines ket in einer orthonormalen Basis {|e;) } kann man sofort ablesen:

N
1= lex)(exl,
k=1

denn dann gilt 1|a) = |a).
Einen Operator der Form A = |a)(b| kann man auch adjungieren und erhélt nach
kurzer Rechnung:

5.2.3 Endlichdimensionale Spektraltheorie

Man bezeichnet |\, ) # 0 als einen Eigenvektor zum Eigenwert A, falls gilt:

Al 1) = M| A, ) - (5.11)

Man bezeichnet diese Gleichung auch als Eigenwertgleichung. Diese Gleichung hat
genau dann eine Losung, wenn det(A—A\, 1) = 0. Das sich hierdurch ergebende Polynom in
A, nennt man auch das charakteristische Polynom. Kommt ein Eigenwert mehrfach
(m-mal) vor (bzw. kann man ihm mehrere Eigenvektoren zuordnen) so heifit er m-fach
entartet. Daher auch der zusatzliche ,Index“ p des Eigenvektors. Manchmal wird der
Eigenvektor auch direkt nach dem Index des Eigenwertes benannt, also |A,) — |n).
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Selbstadjungierte Operatoren

Man bezeichnet einen Operator, fiir den
AT=A (5.12)

gilt, als selbstadjungiert. Diese Eigenschaft bewirkt, dass das fiir das Skalarprodukt
gilt:

(a|AD) = (ATalb) = (b|Aa)" = (a|Alb)

Man schreibt ein solches doppeltes bracket, da es ja egal ist, ob der Operator nach links
oder rechts wirkt. Diese Schreibweise wird oft beibehalten, auch wenn der Operator nicht
selbstadjungiert ist, was aber selten vorkommt, um die Struktur des ket nicht durchein-
ander zu bringen. Fiir einen solchen Operator ist die Darstellungsmatrix beziiglich einer
Orthonormalbasis gemaf} (5.10) hermitesch. Hermitesch bedeutet, dass die Matrix gleich
ihrer komplex Konjugiert- und Transponierten ist.

Man kann relativ leicht zeigen, dass ein selbstadjungierter Operator A € H, wobei
dimH = N, immer N orthogonale Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten besitzt.

A selbstadjungiert & EW: X\, e R, EV: (A, | Ay 1) = O Opuprr -

Es existiert als eine sog. Spektraldarstellung (=~ Diagonalmatrix). Da die Eigenvektoren
orthogonal und vollstandig sind stellen sie eine Basis des H dar. Mit dem Identitatsope-
rator 1 =3 [\, 1) (A, p| wird klar:

A=A, 1) My ] =D Xl A 1) (M, | = diag (A, .., Aw) (5.13)
T, ,H

Unitare Operatoren
Man bezeichnet einen Operator, fiir den
U'=U!
gilt, als unitér. Solche Operatoren erhalten wegen:
(a]b) = (a|UTUb) = (Ua |Ub)

das Skalarprodukt. Fihrt man selbige Rechnung mit einem (potenziellen) normierten
Eigenvektor zu U durch, so erhalt man, dass die Eigenwerte eines unitaren Operators
immer den Betrag 1 haben:

U wnitdr = EW: |\,|=1.

Wichtig ist, dass daraus folgt, dass selbstadjungierte unitidre Operatoren somit nur die
Eigenwerte +1 haben kénnen (Beispiel: Paritatsoperator).
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5.2.4 Kommutator und Spektraltheorie
Man bezeichnet die Grofie

[A,B] := AB — BA (5.14)

als den Kommutator von A und B. Ist dieser gleich 0 so kommutieren A und B. Es gilt
die Rechenregel:

[A, BC] = [A, B|C + BJA, C]. (5.15)

Analog nennt man

{A,B}:= AB +BA

den Antikommutator von A und B. Man kann zeigen, dass man zu kommutierenden,
selbstadjungierten Operatoren immer eine Basis findet, in denen beide Spektralzerlegun-
gen der Operatoren eine diagonale Form besitzen. Da zu einem einzelnen Eigenwert A
eines Operators A aufgrund der Entartung auch m Eigenvektoren® gehoren kénnen, ist
dieser wegen:

A (Z &u|)‘n7ﬂ>> = ZAnO‘up‘mﬂ) =\ (Z O‘M|/\n7ﬂ>>

auch in einer anderen Basis des Eigenraumes zu A, als Diagonalmatrix darstellbar. Man
kann die Koeffizienten «, ja frei wéhlen. Das bedeutet, dass nur ein Operator mit paar-
weise verschiedenen Eigenwerten eine Basis zur Diagonalform eindeutig festlegt. Da aber
kommutierende Operatoren eine gemeinsame Diagonalform besitzen kann man immer
weitere Operatoren hinzufiigen, die die Eigenrdume gleicher Eigenwerte des vorherigen
Operators weiter bestimmen:

Ein Satz von selbstadjungierten, paarweise kommutierenden Operatoren
{A, B, C, ...}, der eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren eindeutig festlegt, heifit
vollstindiger Satz kommutierender Operatoren.

Hier bedeutet ,eindeutig festgelegt®, dass am Ende der Kette keine Eigenraume mehr
iibrig sind, die mehr als 1-dimensional sind.

5.2.5 Funktionen von Operatoren

Man definiert Funktionen von Operatoren tiber Potenzreihen der Form:
o0
f(A) = Z ap A",
n=0

wobei die Potenz eines Operators einfach durch mehrfaches hintereinander-Ausfiithren de-
finiert ist. Die Ableitung einer Funktion nach dem Operator ist analog zur Ableitung nach

5Hier wird klar, wie niitzlich die Notation der ket-Nummerierung ist.
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einer Variablen, allerdings muss man bei der Produktregel aufpassen, da die Opera-
toren ja i.A. nicht kommutieren. Man kann auch Operatoren wie z.B. A = exp(bB) auch
nach einem Parameter, hier p differenzieren:

dA

= BePB
dp ¢

Mittels vollstandiger Induktion kann man zudem zeigen, dass gilt:

A,B]=0 = [B, f(A)]=0.

Exponentialgesetz

Das Exponentialgesetz gilt (leider) nur fiir kommutierende Operatoren wie gewohnt. All-
gemeiner gilt im Fall, dass die Operatoren mit ihrem eigenen Kommutator kommutieren

[A, [A, B]]=[B, [A, B]] =0:

oA+B _ A B —[AB]/2 _ B A [AB]/2

Im erstgenannten Fall [A, B] = 0 folgt also das gewohnte Exponentialgesetz. Kommu-
tieren die Operatoren nicht einmal mit ihrem Kommutator so existiert kein einfacher
geschlossener Ausdruck mehr.

Niitzliche Formeln

Mittels vollsténdiger Induktion kann man beweisen, dass im Fall einer gegebenen ana-
lytischen Funktion® eines Operators und Operatoren mit der Eigenschaft: [A, [A, B]] =
B, [A, B]] =0 gilt:

[f(A),B] = —[A, B]f'(A) (5.16)

Man kann eine Matrix A ggf. mittels einer Transformationsmatrix 7', die die Eigenvektoren
von A als Spalten enthélt mittels

T 'AT = D = diag(\1, A2, ..., An)

auf eine Diagonalform bringen. Diese Aussage ist analog zu (5.13) nur in Matrixfor-
mulierung ausgedriickt. Nun kann man iiber Potenzreihen definierte Funktionen mittels
A =T DT! einfach ausrechnen:

f(A) = Z an(TDTfl)” = Z a, TDTt-TDT'. ... . TDT ! = Tf(D)T*1
n=0 n=0

n-mal

5.2.6 Stern-Gerlach-Versuch II - Operatormethode

Wir beschreiben das magnetische Moment eines entsprechenden Teilchen beim Durchgang
durch einen SG-Apparat mittels eines ket [¢)). Dabei fassen wir die moglichen Ausrich-
tungen e; und es, bei Ausbreitung in y-Richtung, ebenfalls als kets |1) und |3) auf. Damit
beschreibt [1)) = 11|1) + 13|3) einen normierten Zustand, wenn v, und v, entsprechend

6 Analytisch bedeutet, ,sich in eine Potenzreihe entwickeln lassend*.
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normiert sind. Die Energie ergibt sich nun zu £ = —pu - B, welche nur zwei diskrete Werte
+10B annehmen kann, wie das Experiment gezeigt hat. Um die Energieaufspaltung zu
beschreiben wird ein Operator konstruiert, der im Hilbertraum C? auf [¢)) wirkt. Dafiir
spalten wir den Faktor py ab und erhalten mit Magnetfeldrichtung n und g = pgo den
Operator:

[A{ = —MoB(Ul’fll + o9ng + 03713) = —[LQBO'H .

Diesen nennen wir in Anlehnung an die Gesamtenergie, die in der klassischen Mechanik
durch die Hamilton-Funktion beschrieben wird, auch Hamiltonoperator. Wir wissen,
dass die zwei Basiszustédnde (die zu den Energien +yB fithren) Eigenvektoren des Ope-
rators ¢ sein miissen. Wir bezeichnen sie mit |n, +). Daraus folgt eine Spektraldarstellung

fiir H:
FI = _HOB(’IL +> <Il,—|—’ - |Il, _> <Il, _‘)

Aus dieser Spektralzerlegung wird schnell ersichtlich, dass 0 = 1. Aus 0% = (oyng +
oans + o3n3)? = 1 ergibt sich:

{0i,0;} =20;;1 = {oi, on} =2n;1

Aus den Eigenschaften der Spurerhaltung (Sp(c;) = 0 aufgrund der Eigenwerte), der
Selbstadjungiertheit, den Eigenwerten und Vektoren sowie der Bedingung von oben kann
man Matrixdarstellungen der o; beziiglich der |z, +)-Basis herleiten:

(01 (0 —i (1 0
el U R (R B

Man nennt diese Matrizen auch Pauli-Spinmatrizen. Man geht hierbei von der o3 Ma-
trix in z-Richtung aus. Daher ist dies die Darstellung in der Basis |z, ). Fiir einen all-
gemeinen Einheitsvektor n (Kugelkoordinaten) ergibt sich (ebenfalls beziiglich der Basis

2, £)): |
o=~ (S ey )

mit den zugehorigen Eigenvektoren:

In, +) = cos(0/2)|z, +) + ¥ sin(0/2)|z, —)

In, —) = —sin(0/2)|z, +) + € cos(/2)|z, —) .
Die Eigenvektoren in die x- und y-Richtung ergeben sich durch entsprechende Wahl der
Winkel.

Wahrscheinlichkeit und Spin

Analog zum Malus’schen Gesetz bei polarisiertem Licht” interpretiert man das Skalarpro-
dukt

wax(|¥) = [, £[4)[*

"Die Intensitét linear Polarisierten Licht in einem Winkel @ zur Polarisationsachse eines Linearpolari-
sators ist nach Durchlaufen I = Iy cos?(f).
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als die Wahrscheinlichkeit eines, durch den Zustandsvektor |¢) = 1|z, +) + ¥_|z, —)
beschriebenen Teilchens, durch eine SG-Apparatur |n, +) zu gelangen. Man erkennt hier
erneut die enge Beziehung zwischen Polarisation in der klassischen Wellenmechanik und
dem magnetischen Moment der Teilchen. Tatséchlich wird dieses durch den sog. Spin (~
Eigendrehimpuls) des Teilchens erzeugt. Bei Licht entspricht die Polarisation der Wel-
le letzten Endes der Spin-Einstellung der Photonen. In der, hier besprochenen, nicht-
relativistischen Quantenmechanik folgt der Spin nicht direkt aus der Theorie.

Kommutator der Operatoren

Im Folgenden werden wir feststellen, dass die ,,Unsicherheit®, mit denen zwei Operatoren
gleichzeitig bestimmbar sind von ihrem Kommutator abhédngt. Daher soll hier bereits
erwahnt sein, dass man kompakt schreiben kann:

[O’l, O’j] ZQigljkak (517)

Im Folgenden wird auch der Vektorwertige Spinoperator von Bedeutung sein:

S=—-0 = [Sh Sj] = ihsljk Sk . (518)

5.3 Konzepte der Statistik

Im vorherigen Kapitel ist bereits der Begriff der Wahrscheinlichkeit aufgetaucht. In der
Quantenmechanik spielen solche statistischen Begriffe eine groie Rolle.

5.3.1 Erwartungswert und Varianz

Der Erwartungswert einer Funktion h(z) zu einer diskreten Verteilung p(zy) bzw. zu
einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) ist allgemein als die Summe bzw.
das Integral

E[h(z)] = /OO p(x)h(z) dx bzw. Elh(z)] =Y hzy) p(xk) (5.19)

definiert. Man nennt (x) = FEl[z| auch Mittelwert oder einfach Erwartungswert. Als
Varianz bezeichnet man die quadratische Abweichung von ebendiesem Mittelwert:

Var(z) = E[(z — (2))*] = E[2" — 22(z) + (2)*] = E[2”] — ()"

Die Wurzel der Varianz wird Unsicherheit oder auch Unschéarfe zur entsprechenden Gro-
Be genannt. Sie wird mit A(G) bezeichnet, wobei G fir eine beliebige Grofle steht. Wir
haben beim Stern-Gerlach-Versuch bereits ein Beispiel fiir einen diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum in der Quantenmechanik gesehen. Der Erwartungswert des Hamilton-Operators
kann hier ganz einfach durch die jeweiligen Eigenwerte +1 und die Zugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten pioBw, + wie in Gl. 5.19 bestimmt werden:

(H)jyy = —poB (¢ [0, +) (n, + &) — (¥ [n, =) (n, — [¢))) = (¢ |H|1b)
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Wir werden sehen, dass auf jedem Hilbertraum mit entsprechendem Skalarprodukt die
Wahrscheinlichkeit eines Operators A bezogen auf einen Systemzustand [¢)) gegeben ist
durch:

(A = (L |AlY)

Hellmann-Feynman Identitat

Sei A(M) ein selbstadjungierter Operator, der von einem Parameter A abhangt. Wir be-
zeichnen seine Eigenvektoren zum Eigenwert @ mit |a). Fiir den Erwartungswert (a |0\ A|a)
ergibt sich geméafl der Produktregel der Ableitung:

d

a|A —ala) = (Ora |A — ala) + (a|A — a|Ora) + (a |0:Ala) + (a| — Ora|a)

Die ersten beiden Terme fallen bei Anwendung von A auf |a) weg und man erhélt:

(a|OrAla) = Ora .

5.3.2 Heisenbergsche Unscharferelation

Aus der hoheren Mathematik kennen wir die Cauchy-Schwarze Ungleichung fiir die Ele-
mente eines Vektorraums:

[{a o) < llall - [0l (5.20)

Hiermit kann man zeigen, dass fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B gilt:

2

Varyy,) (A)Vary (B) >

((A = (A))) ¥|(B = (B)y)) )

Nach einiger weiterer Rechnung und weglassen eines quadratischen Terms (iiber einer
reellen Zahl) erhélt man die Heisenbergsche Unschérferelation:

Ay (&) (B) > |t [A  Bljo)| (5.21)

fir beliebige Operatoren. Nur Messgrolen, deren Operatoren (siehe Postulate der QM
Kapitel 6) kommutieren sind also gleichzeitig exakt messbar / vorhersagbar und werden
kommensurabel genannt.

5.4 Wellenpakete und Schrodingergleichung

Fiir die entsprechenden Experimente verweise ich auf die Inhalte der Vorlesung Expe-
rimentalphysik III - Optik und Quantenphysik. Wie bereits besprochen verlangen die
Ergebnisse verschiedener Experimente nach den Beziehungen (5.1) und (5.3) zwischen
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den Teilchen- und Welleneigenschaften von Materie. Licht wird durch Uberlagerungen®
von monochromatischen, ebenen Wellenfunktionen beschrieben:

E(z,) = E /OO FR)ERE=D Ak W= ke,

Man kann dies auch als (Riick-)Fouriertransformation interpretieren. Den Zusammenhang
zwischen w und k£ nennt man auch die Dispersionsrelation.

5.4.1 Materiewellen

In der Quantenmechanik tibersetzt man genau umgekehrt zur Vorgehensweise bei Licht-
wellen die Teilcheneigenschaften Energie und Impuls in eine Wellenfunktion. Eine mono-
chromatische Ebene ,Materiewelle“ hat dann die Form:

Upl1) = ¢ exp [h (p-x—‘*t)] ,

wobei ¢ eine noch zu bestimmende Konstante ist. Die Wellenfunktion wird nach Max Born
(1926) so interpretiert, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens
gerade durch

p(X, t) = |¢<X7t>|2 = Pp*

gegeben ist. Dies nennt man auch die Kopenhagener Interpretation. Eine andere Inter-
pretation ist die ,Viele-Welten-Hypothese®. In dieser Interpretation ist klar, dass eine
monochromatische, ebene Welle kein reales Teilchen beschreibt, da sie nicht normierbar
ist, was man aber fiir eine Wahrscheinlichkeitsdichte fordert:

2 _
[REESITEENE

Man muss also auch hier, wie schon in der Elektrodynamik, zu Wellenpaketen iibergehen.
In der Quantenmechanik spielt dann bei der Uberlagerung der Impuls eine dhnliche Rolle
wie der Wellenvektor in der Elektrodynamik:

b(x,t) = W/RS U(p) exp [;L (p "X = QP;t)] dp (5.22)

Die Impulsdichte v (p) tritt hier an die Stelle der k-Verteilung der Elektrodynamik. Der
Vorfaktor ist hier aus Normierungsgriinden gewéhlt. In enger Anlehnung an die Parseval-
Identitat kann man zeigen, dass fiir alle Zeiten gilt:

2 1, _ T2
L el dx = [ 15 dp.
Aus diesem Zusammenhang kann man [¢)(p)|? als die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Impulse im Wellenpaket auffassen. Die Dispersionsrelation ist hierbei aufgrund

der nicht-relativistischen Energie-Impuls Beziehung dann offenbar gegeben durch:
hk?
2m
8Monochromatische, ebene Wellen selbst sind nicht physikalisch, da sie unendlich im Raum ausgebrei-
tet sind und unendlich viel Energie transportieren.

w =
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5.4.2 Orts- und Impulsdarstellung

Allgemein gilt, wie oben beschrieben, das Parsevalsche Theorem fiir Fouriertransforma-
tionen. Tatséchlich wird sich herausstellen, dass (5.22) die allgemeine Losung der freien
Schrodingergleichung darstellt. Hier stimmen die Normen von t(x, t) und v (p) iiberein,
da sich der Phasenterm —ip?¢/2m nach einem Schritt aus kiirzt. Hier ist darauf zu achten,
dass @(p) keine Zeitabhangigkeit besitzt. Allgemein macht das Parseval Theorem aber
plausibel, Zeitabhéingigkeiten, wie den erwéhnten Phasenterm, in die Impulswellenfunk-
tion zu absorbieren, d.h. man identifiziert:

1 ~ .
P(x, 1) = (2rh)ir /WPJ) etPx/Mdp
; . (5.23)
F(put) = s [ Vet ax,

wobei d die Dimension des Raumes ist. Dies ist aufgrund der Fourierinversen eine kon-
sistente Zuordnung. Das Parseval Theorem sichert fiir alle Zeiten die Normierung. Die
Identifikation von @(p, t) als die tatséchliche Impulsdichte wird in Lehrbiichern oft als
plausible Spekulation® beschrieben, die sich aber durch bisher alle Experimente bestétigt
hat. Tatséchlich folgt aus dieser Zuordnung auch die Ortsdarstellung des Impulsoperators.
Diese wird dann in der Schrodingergleichung verwendet, die sich als auflert gute Theorie
erwiesen hat.

Gaullformiges Wellenpaket:
Eine haufige Verteilung ist das gaufische Wellenpaket der Form:

) = (;m)/ exp (—%f’) .

Man erkennt leicht, dass dann |i)(p)|? eine GauB-Verteilung mit Mittelwert py und Stan-
dardabweichung Ap = & ist. Mittels der Fouriertransformation der Gaufifunktion zeigt
man, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte dann gegeben ist durch:

- 1 (x — vot)?
[(z,t)]" = m exXp <_W(t)>

wobei

h 2t52 )
w=mim, )=y 1+ (30)

Man erkennt also, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens mit wach-
sender Zeit verschmiert, da die Unscharfe o(t) grofer wird. Mit etwas Wissen um die
Gaufl-Verteilung sieht man, dass d(z)/dt = po/m = vy ist. Dies wird spéter verallgemei-
nert. Man erkennt hier bereits, dass fiir ¢t = 0 die kleinste Ortsunschérfe vorliegt. Man
kann also die Abschatzung machen:

h
Ax'Ap2§

was der Heisenbergschen Unschérferelation entspricht.

9z. B. in Nolting, W. (2013). Grundkurs Theoretische Physik 5/1. (8. Aufl.). Springer Spektrum.
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5.4.3 Schrodingergleichung

Man kann leicht nachrechnen, dass ein allgemeines Wellenpaket (5.22) die Differenzial-
gleichung

2

0 K
ihéw(x, t) = —%Aw(x, t)

erfiillt.!® Wir haben bisher von einem freien Teilchen, analog zur freien Elektromagneti-
schen Welle gesprochen. Allgemeiner werden wir sehen, dass
hQ
——A
2m
der selbstadjungierte Operator der kinetischen Energie ist. Dies macht eine Erwei-
terung der Gleichung um einen Potenzialterm plausibel:

2

ihgtw(x, t) = —Q};A@D(X, t)+ Vi(x,t)(x,t). (5.24)

Diese Gleichung wird zeitabhingige Schrodingergleichung genannt. Man kann sie
zwar aus einem Energieansatz herleiten aber nur, indem man den ,Guess® einer Mate-
riewellenfunktion mit den Darstellungen F = Aw und p = hk schon hineinsteckt. Daher
wirkt diese Gleichung wie ,vom Himmel gefallen“. Tatséchlich kann man sagen, dass dies
mehr oder weniger zutrifft, sich die Gleichung aber seit fast einem Jahrhundert als zuver-
lassige Theorie bewédhrt hat und daher ganz klar ihre fundamentale Berechtigung besitzt.
Es ist sogar eines der Postulate der Quantenmechanik, dass man die Dynamik jedes Quan-
tensystem in einem Hilbertraum durch einen selbstadjungierten Hamilton Operator H
(Energie) beschreiben kann (vgl. Stern-Gerlach-Versuch). Die Schrodingergleichung hat
dann die kompakte Form:

e ;
i) = H ). (5.25)

5.5 Seperable Hilbertraume

Ein seperabler Hilbertraum H ist ein (moglicherweise unendlichdimensionaler), vollstén-
diger, unitarer Vektorraum, sodass ein dichter abzahlbarer Unterraum existiert (sepera-

bel)!. Dementsprechend besitzt H ein Skalarprodukt (- |-) und eine Norm ||z|| = y/(z |z).
Die Vollstandigkeit wird durch die Konvergenz jeder Cauchy-Folge in H definiert. Man
kann zeigen, dass ein ein seperabler Hilbertraum immer eine abzahlbare Orthonor-
malbasis {|p,)|n € N} besitzt. Dann gilt fur alle z € H:

|z) = iai\%’) (5.26)

0Hjer wird davon ausgegangen, dass der Integrand hinreichend gutmiitig ist, um Ableitung und Integral
zu vertauschen.
"Fiir nihere Informationen: Siehe Héhere Mathematik IV - Funktionalanalysis (fiir Physiker).
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Der Raum L*(U)

Sei Y C R, d € N. Dann nennen wir L?(U) den Raum aller der beziiglich des Lebesgue-
Integral quadratintegrablen Funktionen ¢(x). D.h.

/ lp(x)[*dx existiert und ist endlich.
u

Man kann zeigen: Mit dem Skalarprodukt
(plv) = [ ¢ (xix) dx (5.27)

bildet L?(U) einen Hilbertraum. Um hiermit aber eine verniinftige Norm zu definieren,
muss man die Aquivalenz zweier Funktionen so definieren, dass man sagt: Zwei Funktionen
sind dquivalent, wenn sie sich nur bis auf eine Menge vom Mafl 0 unterscheiden.

Man sieht sofort, dass alle Wahrscheinlichkeitswellenfunktionen der Quantenmechanik
aufgrund der Normierung Teil des L*(U) sind.

Der Raum [?(C)
Der Raum [*(C) ist die Menge aller Folgen {a;},y, fur die gilt:

oo
D ai? < 00

=1

Das Skalarprodukt ist dann gegeben als (a|8) = > Sfa;. Man kann zeigen, dass jeder
separable Hilbertraum isomorph zu [?(C) ist, da die Basisfaktoren «; aus Gl. 5.26 immer
auch summierbar sein missen.

5.5.1 Funktionale auf Hilbertraumen
Stetigkeit

Lineare, beschriankte Funktionale F' (analog zu Kapitel 2) auf einem Hilbertraum H er-
filllen die Stetigkeitsbedingung:

[n) = [0) = F(lvn) = F(l¥) V) eH
Dies ist im endlichdimensionalen Fall sofort klar, aber es ist wichtig dies im unendlichen
Fall noch einmal zu betonen.
Der Duale Raum

Analog existiert auch eine Familie stetiger'? Funktionale die man wieder einem Raum H*,
den man dualen Raum nennt, zuordnen kann, fiir die gilt:

Wyet < WleH = @lp)=@lp

5.5.2 Lineare Operatoren

Es existieren genauso lineare Operatoren A : H — H, wie im endlichdimensionalen Fall.
Der Definitionsbereich des Operators ist hier i.A. nicht ganz H, sondern es gilt D(A) C H.

12Die Stetigkeit ist wichtig, da sonst der Raum H* nicht mehr isomorph zu H wire.
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Adjungierter Operator

Der adjungierte Operator erfiillt dieselbe Eigenschaft, wie im endlichdimensionalen Fall:
(Afply) = (0|AY) (= {p|Al))

Hierbei muss gelten: Dy C D 4t. Ein Operator A = AT heifit hermitesch. Gilt auch noch
Da = D+ so heifit der Operator selbstadjungiert.

Unitare Operatoren

Wir betrachten wie im endlich dimensionalen Fall unitéare Operatoren mit der Eigenschaft:
ul=u"

Hierbei ist U surjektiv ist und der Definitionsbereich ist der gesamte Hilbertraum H. Wie
vorher erhalt ein unitarer Operator das Skalarprodukt.

5.5.3 Ortsoperator I

Man definiert den Ortsoperator konsistent zum Erwartungswert des Ortes. Also (in der
Ortsdarstellung):

R p(x) = x(x)

wobei Dy = {¢(x) € L*(R?)| xt)(x) € L?*(RY)}. Daraus ergibt sich:

WIKle) = [w'xwdx = (x)

Der Operator ist zudem offensichtlich linear und selbstadjungiert:

(o %) = [ ¢ (xui0) dx = [ frip(x)]* v(x) dx = (k¢ )

hieran sieht man, dass X hermitesch ist. Es ist auch klar, dass Dy = Dy gilt. Versuchen
wir also die Eigenwerte zu finden:

xb(x) = A(x) & (x— Ah(x) =0

Diese Gleichung ergibt fiir sich genommen keinen Sinn, da eine solche Eigenfunktion an
fast allen Stellen (x # A) Null sein miisste. Da aber auf dem L? und auch auf dem
verwandten Raum Dy Funktionen, die sich bis auf Nullmengen nicht unterscheiden, aqui-
valent sind, ware sie identisch der Nullfunktion, was fiir einen Eigenvektor unzuléssig ist.

Um Abhilfe zu schaffen, miissen wir die Delta-Distribution hinzuziehen. Im Distributi-
onssinn gilt:

xX0(x — A) = M(x — A),

wie man sich leicht durch Integration tiberzeugen kann. Wir betrachten also das lineare
Funktional tiber dem Hilbertraum H = L*(R)

3(x = A)()) = [ 6(x = App(x) dx = p()
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Dieses Funktional ist nicht auf ganz H stetig, d.h. §(z — A\) € H*. Man findet aber einen
geeigneten Unterraum U C H, sodass 6(z—\) € U* gilt. Genauer kann man dies in der ma-
thematischen Behandlung unbeschrankter Operatoren nachlesen. In der Dirac-Notation
werden uneigentliche und eigentliche Eigenwerte gleichberechtigt betrachtet, weshalb Ma-
thematiker sie nicht mogen.

Dirac-Notation

Mit der Delta-Distribution haben wir ein Werkzeug zur Hand, mit welchem wir die Ei-
genwerte und Eigenvektoren von unbeschrankten Operatoren sinnvoll behandeln kénnen.
Wir definieren den bra (x| als

(X0 [¥) + 0(x —x0) (|¥)) = ¥(x0)
= (¥ [x0) = (X0 [¥)" = ¥"(x0)

(5.28)

obwohl (x| streng genommen nicht in H* liegt'. Dadurch erhalten wir die Zerlegung der
1 in der Form:

Wle) = [ ¢ (x)x) dx = [(olx)(x ) dx.
Dies fiithrt auflerdem dazu, dass
V) = ) =[x X)) dx = [ (x X)) dx’

Man folgert hieraus:

1= / x) (x|dx,  (x|x) = d(x —x) (5.29)

Man kann nun das Zweite Ergebnis als die Vollstandigkeitsrelation kontinuierlicher Ei-
genvektoren verstehen und das Erste als die kontinuierliche Zerlegung der 1.

5.5.4 Spektraltheorie

Anhand dieses Spezialfalles haben wir nun bereits die Grundziige der Spektraltheorie der
Operatoren auf unendlich-dimensionalen Hilbertraumen kennengelernt. Wie man sieht,
verlduft die Spektralzerlegung im unendlich-dimensionalen Fall nicht ganz analog zum
endlichen Fall.

« Die sog. eigentlichen Eigenwerte und Eigenvektoren erfiillen wie gewohnt:
A‘)‘n>ﬂ> :)‘n|)‘n7ﬂ> 07é ’)‘m:u> € Da
es wird sich zeigen, dass eigentliche Eigenwerte diskret sind.

o Die sog. uneigentlichen Eigenwerte und Eigenvektoren sind kontinuierlich.

13_.., da das erzeugende Funktional, die Delta-Distribution nicht quadratintegrabel ist. Das Quadrat
ist nicht einmal definiert.
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Mathematisch unterscheidet man genau zwischen dem diskreten Teil des sog. Spektrums
(den Eigenwerten) und dem kontinuierlichen Anteil. Man kann im Rahmen der Funktio-
nalanalysis zeigen, dass ein Maf existiert, beziiglich dessen man auch die kontinuierlichen
Anteile des Spektrums spektral zerlegen kann. In der Dirac Notation schreibt man aber
lockerer:

A= 3 M) Qi+ 32 [ AN 1) (A, ] . (5.30)
N, u

(i ist hierbei ein zusétzlicher Index, um mégliche Entartungen zu beschreiben. Auch diese
Entartung kann kontinuierlich sein. In der Literatur wird manchmal das Symbol

;,/d)\%i

verwendet, um kontinuierliche und diskrete Anteile gleichzeitig zu betrachten. Diese No-
tation wird im Folgenden nicht verwendet, da man auch so ohne weiteres unterscheiden
kann, an welcher Stelle was zu verwenden ist.

Auch im unendlich-dimensionalen gibt es vollstandige Sitze kommutierender,
selbstadjungierter Operatoren. Funktionen und Differentation eines Operators
nach einem Parameter sind analog zum endlich dimensionalen Fall aufzufassen.

Matrixdarstellung

Mit zwei Einschiebungen der 1 erhalt man

A= Z |0n) (@nlAlom) (Pm| == ZAm”|¢m> {ion]

Wobei wir definiert haben A,,, = (¢, |A|om). Die Wirkung auf einen ket 1)) = 3> ay,|on)
ergibt sich dann durch:

AlY) =Y |om)(om [Alen) (0n|1) =D (Amntn)|on)

m,n

Diese Matrixdarstellung ist nur fiir beschriankte Operatoren wohldefiniert, fiir die das
Spektrum diskret ist und diese Summe konvergiert.

Nun zuriick zum Ortsoperator. Wir befassen und hier mit dem Hilbertraum L?({/),
da die Wahrscheinlichkeitsdichten der Quantenmechanik in diesem liegen. D.h. das ver-
wendete Skalarprodukt ist das aus Gl. 5.27.

Gemaf unserer Diskussion des Spektrums des Ortsoperators kann man diesen durch die
Spektralzerlegung:

% :/|X)X<X|dx (5.31)

darstellen. Damit und mit der Definition des bras (xo| aus (5.28) erhélt man konsistent:

(X)) = (W [X[Y) = (x).
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Der Erwartungswert des Aufenthaltsortes ist also durch den Erwartungswert des Opera-
tors gegeben. Dieser wird in Anlehnung an Kapitel 3 mit (x) s bezeichnet. Dieses Konzept
wird noch héufig angewandt werden. Mittels der Vollstiandigkeitsrelation 5.29 erhilt man
sofort, dass die Ortszusténde |%) die (uneigentlichen) Eigenzusténde des Ortsoperators
sind:

R|x') = / Ix) x (x |x') dx = x'|x") s (x|% = x(x]

Damit kann man auch zeigen: (x |X[¢) = x(x|¢)) = x1)(x). Dieses Ergebnis gilt so na-
tirlich nur in der Ortsdarstellung ¢ (x) = (x|¢). Hier entspricht die Anwendung des
Ortsoperators auf eine (Wellen)Funktion also einfach der Multiplikation mit dem Orts-
vektor. Mithilfe der Spektralzerlegung kann man leicht zeigen, dass die Komponenten des
Ortsoperators vertauschen.

[Z;, ] =0.

Dies bedeutet, dass man alle Komponenten des Ortes gleichzeitig exakt messen kann.

5.5.5 Impulsoperator

Im Folgenden wollen wir den Impulsoperator (in der Ortsdarstellung)

p:Y(x,t) — —ihdi@/}(x,t) (5.32)

auf dem Definitionsbereich Dy = {¢p € L*(R?%)|dy/dx € L*(R?)} := H?*(R?) betrachten.
Man zeigt leicht mittels partieller Integration und der Bedingung, dass die Randterme
verschwinden'*, dass gilt:

(@ DY) = (Pp )

Mit Dyt = Dy folgt dann, dass der Impulsoperator selbstadjungiert ist. Die Eigenvek-
toren folgen in der Ortsdarstellung aus der entsprechenden, leichten Differenzialgleichung

py = py:
1

6ip~x/ﬁ
(2mh)/2 '

Pp(x) =

Diese Eigenfunktion liegt offenbar nicht im L?. Daher verwendet man auch fiir den Im-
pulsoperator, analog zum Ortsoperator die Dirac-Notation. Also fithrt man das Funktional

(p| & H* ein:

1 - / e~ PX/M oy (x, 1) dx = (p, t) (5.33)

(ply) = W

was mit der Zuordnung (5.23) im Einklang ist: Die Impulsdarstellung von |¢) ist die
Fouriertransformierte der Ortswellenfunktion. Es handelt sich bei dem Integral um die
Ortsdarstellung des Skalarproduktes.

MDies ist fiir quadratintegrable Funktionen gegeben.
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Somit ist wegen (p|¢) = (¢ |p)* auch das Skalarprodukt (¢ |p) bekannt. In Analogie
zum Ortsoperator erhalt man aufgrund der Parseval Identitdt aus dem Skalarprodukt
(1 |¢) auch eine Zerlegung der 1 der Form:

1= [lp)plde = (plp) =d(p—p)

Das heifit der Impulsoperator besitzt eine Spektraldarstellung;:

p=[Ip)p(pldp

Diese wird dann entsprechend auch Impulsdarstellung genannt. Man erhélt den Erwar-
tungswert des Impulses also durch:

(p) = (¢ [Dlp)

Ein Vergleich von

(16) = [(px) (x |0y dx = [(p]x)1(x) dx

mit Gl. 5.33 zeigt, dass gilt:
1

(p[x) = (2rhyir e P/ (5.34)

Somit kann auch rickwéarts aus der Spektralzerlegung, bzw. den Impulseigenzusténden
die Ortsdarstellung des Impulsoperators hergeleitet werden:

1

(xlple) = [Gxlppp 1) dp = G [ Dm0 pen ™ dp

dx
Da dies fir beliebige [¢)) gelten muss folgt die Darstellung. Analog zum Ortsoperator

erhélt man die Kommutatorrelation [p; , p;] = 0. Insgesamt nennen wir die drei folgenden
Kommutatorrelationen kanonische Kommutatorrelationen:

d 1 ~ . d
= —ih (W/l/)(pyt)elp'x/h dp) = —ih& (x [¥)

[i‘z, i'j] = O, [}31, ﬁ]] = 0, [ﬁz, ]5]] = 1h(51]1 (535)

Die dritte Identitdt nennt man auch Heisenbergsche Vertauschungsrelation. Die Kom-
ponenten des Impulses und des Ortes konnen also gleichzeitig exakt gemessen werden,
wenn nicht versucht wird Impuls und Ort gleichzeitig zu messen. Es folgt eine hilfreiche
Relation:

%, p?] = 2ihp

Analog kann man auch den Ortsoperator in Impulsdarstellung definieren. Insgesamt gilt:

Ortsdarstellung:
Impulsdarstellung:

Der Impulsoperator, bzw. seine Darstellungen und Wirkungen folgen hier also auf die eine
oder andere Weise aus der Identifizierung der Impulseigenzustiande und den Zusammen-
hang zur Ortswellenfunktion tiber die Fourier Transformation. Grundlegender kann man
in der Feldtheorie auch den Impulsoperator stets als den Generator von Translationen
auffassen.
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5.5.6 Raumliche Translation
Wir betrachten den Translationsoperator, der wie folgt auf die Ortszustdnde wirken soll:
Talx) := |x + a)

Unter Verwendung der Impulsdarstellung und zweifacher Benutzung von (5.34) erhalt
man:

x+a) = [ [p)e ™" (px) dp i= P2/ ]x)

Damit erhéalt man also die Darstellung:

A

Ta — e—if)-a/fl,

Da p selbstadjungiert ist sieht man sofort, dass T, ein unitérer Operator ist. Hiermit kann
man die Wirkung des Operators auf eine Ortsfunktion beschreiben:

Ta(¥(x)) = (x|Talyp) = (T_ax 1)) = 1h(x — a).

5.6 Die Postulate der Quantenmechanik

Die bereits im Speziellen untersuchten Methoden lassen sich auf die allgemeine Behand-
lung von Systemen verallgemeinern. Dazu sind die Postulate der Quantenmechanik not-
wendig. Die nicht-relativistische Quantenmechanik lasst sich dabei als gesamte Theorie
aus diesen Postulaten ableiten.

5.6.1 Zustande und physikalische Grofien

Postulat 1: Die Zustéinde eines Quantensystems zu einem bestimmten Zeitpunkt %,
werden durch die Elemente eines separablen Hilbertraumes H beschrieben. Man kann
diese Elemente auf 1 normieren: (¢(to) |¢(to)) = 1.

e Der Hilbertraum ersetzt in der Quantenmechanik den Phasenraum aus der klassi-
schen Mechanik.

Postulat ZA: Jede physikalische Grpﬁe A wird durch einen linearen selbstadjungierten
Operator A auf H beschrieben. A hat ein vollstiandiges System von Eigenvektoren.
Man nennt A bzw. A eine Observable.

e Nach dem Korrespondenzprinzip kann man, wenn A eine Funktion der Grofien
x und p (Ort und Impuls ist) als Operator ausdriicken durch:

A

Alx,p) — AR, D)

Hierbei muss die Reihenfolge ggf. so gewéhlt werden, dass der Operator selbstadjun-
giert ist. Oft muss man beispielsweise Produkte wie xp schreiben als (Xp + p%)/2.
Dies nennt man auch Symmetrisierung.
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5.6.2 Statistik und Messung

Postulat 3: Die moglichen Messwerte von A sind die Eigenwerte von A.

o Hierbei ist wichtig, dass die Eigenwerte von selbstadjungierten Operatoren immer
reell sind.

Postulat 4: Im Allgemeinen ist das Ergebnis einer Einzelmessung der Observablen A
nicht vorhersagbar. Misst man 4 an einem System im Zustand |¢) ist die Wahrschein-
lichkeit den (diskreten) Eigenwert A, der Operators A zu messen gegeben durch:

wh, (1)) = [, [0}

wobei die Summe tiber die Basis {|\,, 1)} des Eigenraumes zu A, lauft.

e In einem kontinuierlichen Eigenraum geht die Summe in ein Integral iiber 37, —
[du .

o Die Wahrscheinlichkeit das System in einem Teil eines Kontinuums d\ von Eigen-
werten (also aus dem Spektrum) zu messen betréigt:

w&aw>:(5104wwf)dA

o Betrachtet man also einen Operator A mit Spektrum «,, und den Eigenzustdnden
|, pt) mit Entartung p. Dann gilt fir den Erwartungswert:

(A = D an D N w[9) P = D0 lan, w)an{am, 1 |9) = (¢ |Aly)

n,p

Dabei kann der Eigenwert o auch kontinuierlich sein. Es folgt:

Erwartungswert eines Operators: (A),y = (¢ |AJy).

Ganz ahnlich zeigt man, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit der Eigenwerte immer
gleich 1 ist, die Wahrscheinlichkeiten eines einzelnen also stets < 1. Hierfiir zerlegen
wir noch [¢) in die Basis |ay,, p):

2

-5

n,p

2

Z Cn’u’<am 2 |an’7 M)

ot
no,p

Z Cppur |, //>>

TG
n,p

ZWWWW=Z<%M

n,p

2

= Z Z Co i O Oyt | = Z ’Cnu‘z =1
N, n,u

T
no,pw

wegen der Normierung von [¢).
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Postulat 5: Ergibt die Messung der Observablen A an einem System im Zustand
|t} den bestimmten Eigenwert \,, dann befindet sich das System nach der Messung
in einem neuen Zustand |¢'), der durch die Projektion des Zustandes [¢)) auf den
Eigenraum von )\, gegeben ist.

e Dies fasst man Mathematisch zu:
Py, v
o) = 2l
(1 |P, [¥)

Man bezeichnet dies auch als Kollaps der Wellenfunktion. Die Norm kann man
so schreiben, da P, ein Projektor ist. Das heifit P?\n = P, , wie man sich leicht
klarmacht.

mit Py, =Y [\, 1) (Ao,
“w

5.6.3 Dynamik des Systems

Postulat 6: Die zeitliche Entwicklung eines isolierten Systems ist durch die Schro-
dingergleichung gegeben:

o A
ihoc () = H (1)

H wird Hamiltonoperator genannt und die zugehorige Grofle ist die Gesamtenergie.

o Es ist interessant, dass die Schrodingergleichung, anders als die Newtonsche Bewe-
gungsgleichung eine Differenzialgleichung erster Ordnung (in ¢) ist. Man bendtigt
also nur einen Anfangszustand |1 (tp)), um die Entwicklung des Systems zu beschrei-
ben. In diesem Sinne ist auch die Quantenmechanik deterministisch.

o Die Schrodingergleichung erhilt die Normierung, da H selbstadjungiert ist:

S0 1) = (@0 ) + {90 1006) = ~ihtw | Eo) -+ B |Hg) = 0.

Postulat 7: Gegeben seien zwei (kinematisch getrennte) Systeme mit Hilbertraumen
H1 und Hs. Dann ist der Hilbertraum H des Gesamtsystems durch das Tensorprodukt

H1 ® Ho gegeben.

o Dieses Postulat wird spater genauer beleuchtet.

5.7 Schrodingergleichung

5.7.1 Zeitentwicklung

Man zeigt leicht, dass die Losung der Wellenfunktion fiir zeitunabhangige Hamilton-
operatoren (formal) gegeben ist durch:

[(8)) = e HE0M (1))
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Dann bezeichnet man entsprechend

A

8[‘] Lt 1 A
Sr=0 = Oty =exp (—hH(t _ to)) (5.36)

als den Zeitentwicklungsoperator. Man kann zeigen, dass der Definitionsbereich dieses
Operators auch der gesamte Hilbertraum ist. Ein Eigenzustand |e, 1) des Hamiltonopera-
tors zum Eigenwert e entwickelt sich dann geméaf:

e (0) = exp (— et = 10)) e, .

Der Zustand andert sich also nur noch um eine Phase. Man nennt solche Eigenzustidnde
des Hamiltonioperators auch stationire Zusténde des Systems. Die Eigenwertgleichung:

zeitunabh. Schrédingergleichung: H|e, j1) = €le, )

nennt man aus diesem Grund auch stationare oder zeitunabhéangige Schrédingergleichung.
Die Relevanz dieser Gleichung wird im Folgenden klar: Ist |¢g) ein beliebiger Zustand so
kann man ihn in der Basis der |e,, 1) darstellen:

|tho) =D (€n, 1 [Y0) - l€n, 1)

@

Dann ist klar, dass man die allgemeine Losung ebenfalls als Uberlagerung dieser Art
darstellen kann:

() = D2 e M ey puliho) - lens ) = Ut to) o)

n,pn

Somit kann man den Zeitentwicklungsoperator, wenn die Eigenzustinde und Eigenwerte
des H bekannt sind auch angeben als:

U<tv tO) = Z eiien(titO)/h‘Ena U) <€na U| .

n,p

Ein weiteres Feature der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung ist, dass man unter Ver-
wendung der Orthonormierung von |e,, 1) und der Selbstadjungiertheit von H erhélt:

W) [H1W (1) =3 eal{en plto)l und (@ (t) [H[0(t) = Y- enl(en, i o).

Die Varianz der Energiemessung verschwindet also nicht, wenn der Zustand sich
zeitlich entwickelt. Ist das System zum Zeitpunkt ¢y, aber in einem einzelnen, diskreten
Zustand gegeben: [1g) = 3, |€,, 1), so fillt in diesen Gleichungen die Summation iiber
n weg. Dann folgt aus der Normierung des Zustandes |1)g), dass die Varianz der Energie-
messung verschwindet.
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5.7.2 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Gegeben sei die Schrodingergleichung in Ortsdarstellung fiir ein Teilchen der Masse m in
einem reellen, zeitunabhangigen Potenzial:

in SN 1%
1 QMX, t) - _% w(X7 t) + (X)¢<X7t)‘

Betrachtet man zusatzlich die komplexe Konjugation dieser Gleichung, multipliziert diese
beiden Gleichungen mit jeweils mit ¢ (konjugierte) bzw. ¢* (,originale“) und subtrahiert
diese dann so erhalt man mit den Definitionen:

3 0) = o (o, 1) V1) — 0, ) T 1)) L ploet) = [l )P

die Kontinuitéatsgleichung der Quantenmechanik:

0
Kontinuitatsgleichung;: gp(x, t)+V-jx,t)=0

Dabei nennt man j(x,t) entsprechend auch die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Die
Anderung Wahrscheinlichkeit das Teilchen in einem Volumen V anzutreffen kann man
also mit dem Gaufischen Integralsatz beschreiben durch:

d d .
&Wg(t):E/vp(x,t)dx: [ §-as.

5.7.3 Freies Teilchen

Fiir eine freies Teilchen ist der Hamiltonoperator nur durch den Operator der kinetischen
Energie gegeben:

)
g

2m

Wie in der klassischen Mechanik betrachten wir diese Gleichung nun eindimensional, da
sich das Koordinatensystem ja in Richtung von p orientieren lasst. In Impulsdarstellung
lautet die stationédre Schrodingergleichung also:

N p2
H = — = .
) o Ip) = €|p)

Der Operator besitzt den zweifach entarteten, positiven (uneigentlichen) Eigenwert e =
p?/2m zu den (uneigentlichen) Eigenvektoren

|€, +> = |]j6 — 2m€> |E7 —> — |]9E = — 2m€> .

Die Spektraldarstellung des H lautet also:

2
~ o0 o0 p
H:/ d ) (e, :/ ap 2=
; euziele uyenl = | dpo—Ip) {pl
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Mithilfe der Zeitentwicklung aus dem vorherigen Kapitel schliefen wir auf die Ortsdar-
stellung 1(z, t):

) 1 2
(o) = vt = [ apew (3 (~21) ) w0 o)
was mit Gl 5.34 und der Identifikation 1)(p) = (p|¥(0)) genau dem bereits diskutierten
Ausdruck 5.22 entspricht.

Y (p) ist hier nicht die durch die Fouriertransformation identifizierte Impulsfunktion
aus (5.23). Diese ergibt sich durch Absorption des Exponenzialtermes. Da die so entste-
hende Zeitabhangigkeit aber nur eine Phase ist, ist die Norm erhalten, somit sind die
messbaren GréBen identisch: [1(p)| = |(p,t)|. Daher bezeichnet man die Funktionen
auch mit demselben Symbol 1.

5.7.4 Eindimensionale Probleme

Der Hamiltonoperator eines spinlosen Teilchens ist fiir beliebige Potenziale V(x) nach
dem Korrespondenzprinzip gegeben durch:
a2

H=—+V{®&).
2m V(&)
Wir betrachten hier nur explizit zeitunabhéngige Potenziale. In der eindimensionalen
Ortsdarstellung lautet die stationére Schrodingergleichung also:
h* 9?2
—5 53¢ +V(2)p(z) = ev(x)

2m 0x?

Das Potenzial soll hierbei absolut beschrankt |V (z)| < C, V x und nur an endlich vielen
Stellen unstetig sein. Man kann unter Verwendung der Schrodingergleichung fiir diese
Einschrdnkungen von V(x) zeigen, dass die Wellenfunktion v (x) dieses Systems stetig
differenzierbar, also insbesondere auch stetig ist. Im Folgenden wollen wir stickweise
konstante Potenziale betrachten. Es werden z.T. nicht normierbare Wellenfunktionen von
der Form ebener, ,,monochromatischer Wellen auftreten. Diese sind dennoch zuléssig, da
wie hier nur in einer Idealisierung arbeiten. Real miissten wir diese nach getaner Arbeit
noch geeignet, normierbar iiberlagern. Hingegen sind exponentiell anwachsende Wellen-
funktionen auch bei Uberlagerung nicht normierbar und somit vollsténdig unphysikalisch.

Potenzialstufe

Wir betrachten eine Potenzialstufe der Form V' (z) = V(©O(z). Es ergeben sich zwei Diffe-
renzialgleichungen der Form
o2
da?

fir zwei verschiedene Konstanten in den Bereichen x < 0 und z > 0.

(z) = —const.?

Fall1: e¢>V,>0:
Die Allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung in den Teilrdumen (z > 0 und = < 0)
ist bekannt und lautet:

w(x) — Aeicx+B€—icm

132



Wir haben also 2 Funktionen dieser Form mit 2 verschiedenen bekannten Konstanten
¢c=k=+2me/h fir x < 0 und ¢ = ¢ = \/2m(e — Vp)/h fir > 0 und 4 unbekannte
Konstanten A, B,C, D, wovon wir eine aber getrost auf 1 setzten kénnen, da dies nur
die Normierung am Ende beeinflusst. Ubrig bleiben zwei Stetigkeitsbedingungen und 3
unbekannte Konstanten. Das heifit, es liegt ein zweifach entartetes System mit 2 linear
unabhéngigen Losungen (im Sinne des Hilbertraum-Skalarproduktes) vor. Wir betrachten
insbesondere den Fall, dass die Wellenfunktion fiir z > 0 keinen Term exp(—igz) besitzt,
also ein ,von links einfallendes Teilchen®. Dann erhalten wir das System:

ikx —ikx

et +re z <0
Y(E) =4, ..

t e z >0

Aus den Stetigkeitsbedingungen kénnen wir die Konstanten r und ¢ bestimmen. Man
erhalt: r = ’;—jrg und ¢ = lf—fq. Um die dynamischen Wellenfunktionen zu erhalten, miissen
beide Funktionen noch mit exp(—iet/h) multipliziert werden. Man erkennt in Analogie
zur Elektrodynamik, dass anscheinend zunéchst eine von links einlaufende Welle exp(ikx)
vorliegt, die dann an der Stufe in zwei Anteile r» und ¢ aufgeteilt wird. Um dies besser
interpretieren zu kénnen betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Nach kurzer

Rechnung erhalten wir:

. hk Rk ) h ,
]m<0(1',t) = —_— - 7|T|27 j:v>0(xvt> = 7Q|t’2 = Jtransm.
m m m
Jein Jrefl.

Hieraus ergeben sich der sog. Transmissions- und Reflexionskoeffizient:

= |r?.

T .— ]trfa,nsm. _ %|t|2, R:= Jrefl.

Man erhalt den Zusammenhang:

T+R=1,

der garantiert, dass die Wahrscheinlichkeit das Teilchen irgendwo im Raum anzutreffen
gleich 1 ist.

Fall 2: O0<e<Vj

Wir erhalten einen identischen Losungsansatz im Bereich (z < 0). Im Bereich (z > 0) ist
die Konstante ¢? < 0, das heifit ¢ ist Komplex und somit ig := & reell und in diesem Fall
auch positiv. Die Losungen sind dann von der Form

ek f etk 2 <0
.T =
w( ) {te_’“c z >0

Den Losungsanteil exp(kz) mussten wir auslassen, da ein divergenter Term der Forderung
der Normierbarkeit der Funktion widerspricht. Aus den Stetigkeitsbedingungen erhalten
wir die analogen Ausdriicke fiir 7 und t.

Fir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte jianem. erhalten wir hier 0, da das Teilchen
zwar (anders als in der klassischen Mechanik) in die Potenzialbarriere eindringen kann,
aber die Wahrscheinlichkeit dann gegen 0 geht.
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Potenzialbarriere, Tunneleffekt

Wir betrachten ein Plateauférmiges Potenzial

0 z<-—a
V=Wo(a—|z|)=¢Vy x€[-aa, Vo,a>0
0 a>ux

Die Wellenfunktion hat dann erneut die bekannte Form von oben, nur, dass es 3 Bereiche
gibt, also 6 — 1 = 5 unbekannte Konstanten, 1 Normierungsbedingung und 4 Stetigkeits-
bedingungen. Explizit fiir 0 < ¢ < Vg erhalten wir:

eikx + Tefikx T < —a
V2 2m(Vy — €
Y(r) = Ae ™™ + Be™ z € (—a,a) , mit k= ﬂ, K = \/T

. . h
tethr 4 Ce=h g >

Der Term e"* kann hier nicht einfach vernachléssigt werden, da er ja nicht im Unendlichen
gilt. Unter Verwendung der 4 Stetigkeitsbedingungen'® erhilt man:

1\ (COSh(QI{a) +i3 sinh(?ma)) e2ika in sinh(2ka) +
r) —in sinh(2ka) (cosh(Qma) —il Sinh(Q,m)) o—2ika C

wobei v = k/k — k/k und n = k/k + k/k. Fir den Spezialfall C = 0 erhalten wir
insbesondere

1
1+ (1+ %) sinh*(2ka)

[t]* =

Natiirlich hingt die Wahrscheinlichkeitsstromdichte wieder von |¢|? ab. Das Teilchen kann
also die Barriere durchdringen. Dieses Phanomen wird auch im Experiment beobach-
tet und Tunneleffekt genannt.

Potenzialtopf

Analog zur Potenzialbarriere kann man auch den Potenzialtopf betrachten. Die Gleichung
ist analog: V(z) = —V(O(a — |z|), Vo, a > 0. Man erhélt erneut drei verschiedene Losun-
gen in den drei Bereichen. Wir betrachten explizit die Frage: Gibt es Eigenzustinde des
H mit — Vg <e<0?

Wegen der Spiegelsymmetrie des Potenzials ist es vorzuziehen, anstatt der zwei kom-
plexen Exponentialfunktionen, wie oben, direkt eine gerade (symmetrische) Losung mit
cos(-) und eine ungerade (antisymmetrische) Losung mit sin(-) anzusetzten. Da die Wel-
lenfunktionen im Unendlichen verschwinden miissen, gilt:

RI RI

e r<—a —e r<—a
y(x) =S Acos(kz) = €[—a,a), Yu(x)=14 Asin(kx) z € [—a,a) ,
e " a>x —e " a>x

5Die aufwindige Rechnung hierzu verkiirzt sich, wenn man die Gleichungen in Matrix-Vektor Schreib-
weise darstellt, wobei man die Exponentialfunktionen in den Matrizen zusammenfasst.
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mit den Konstanten:

2m(e + Vo) V—2me
R

h
Aus den Stetigkeitsbedingungen erhélt man hier verschiedene Bedingungen fiir den Zu-
sammenhang zwischen k£ und k. Die auftretenden Gleichungen lassen sich allerdings nur
noch numerisch 16sen. Insgesamt ergibt sich fiir ¢ < 0 ein diskretes Spektrum von
gebundenen Zustinden. Analog erhilt man fiir € > 0 ein zweifach entartetes konti-
nuierliches Spektrum von Streuzustinden.

5.7.5 Paritatsoperator

Wie beim Potenzialtopf bereits angedeutet ist es oft von Interesse gewisse rdumliche
Symmetrien auszunutzen. Um diese genauer untersuchen zu kénnen definieren wir die
Paritatstransformation:

X — —X
Man kann dieser Transformation einen Operator P zuordnen:
Plx)=[-x) = Pp(x)=Px[p) =(—x)

Es ist klar, dass gilt: P? = 1 und mittels der Integraldefinition des Skalarproduktes in
Ortsdarstellung'® zeigt man leicht, dass er auch selbstadjungiert ist. Insgesamt ist er also
selbstadjungiert und unitar. D.h. er besitzt die Eigenwerte +1. Die dazugehorigen Eigen-
vektoren sind gerade und ungerade Wellenfunktionen. Fiir einen Hamiltonoperator
der Form: A = p2/2m + V(X) mit symmetrischem Potenzial V(x) = V(—x) zeigt
man leicht:

[H, P] =0

Das bedeutet, dass H und P cine gemeinsame Basis von Eigenfunktionen. Also sind die
Eigenfunktionen des H in diesem Fall ebenfalls gerade oder ungerade.

5.7.6 Schrodingergleichung in mehreren Dimensionen

In mehreren Dimensionen ist die Schrodingergleichung natiirlich deutlich komplizierter.

N-fache Separation

Man kann aber fiir den Fall, dass der Hamiltonoperator in eine Summe zerlegt werden
kann, leicht separieren. Besonders einfach wird die Separation, wenn nur ein Operator zu
einer Koordinate und zugeordnetem Impuls, explizit von der Zeit abhangt. Wir bezeichnen
diesen als Hy:

N

[’AI = F[l(fl,ﬁl,t) + Z ﬁn(jnaﬁn)

n=2

6Der hierbei verwendete Hilbertraum ist der L? also der Hilbertraum der Wellenfunktionen.
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Ein Separationsansatz der Form:

N
1/1(X7 t) - ul(xht) H un(xn)
n=2
fithrt eingesetzt in die Schrodingergleichung auf:
N N 0
Hip+ Y Hyap =ih—1.
= ot
Es wird als erstes der zeitabhéngige Anteil separiert:

F 0
(Hlul) . ihﬁul —
Uy Ul

N .
> Ha
—.

Nun kann rechts die Zeitabhéngigkeit gekiirtzt werden. Dann folgt der Separationsschritt:
Da beide Seiten von verschiedenen variablen abhidngen miissen beide gleich derselben
Konstanten sein. Diese bezeichnen wir mit —F:

N 0 N N N
(Hl—b—E)ul:lhEul und ZHnHun:EHun.
n=2 n=2 n=2

Die rechte Gleichung kann weiter separiert werden, sodass man insgesamt erhélt:
. N
=2

(2

Wir erhalten also eine Zeitabhingige und (N — 1)-zeitunabhéngige Schrodingergleichun-
gen. Dieses Vorgehen dhnelt stark der Bestimmung der Wirkung S(gq, p) in der Hamilton-
Jacobi Theorie. Man kann so z.B. das isotrope dreidimensionale Oszillatorproblem losen.
Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig so kann man die zeitabhédngige Gleichung ein
weiteres mal separieren und erhélt einen Faktor < exp(—iEt/h). Dies ist dann eine globale
Phase, die sich im Betragsquadrat eliminiert.

Produktwellenfunktion

Eine schwachere Forderung ist, dass man nicht fiir jede Variable, sondern nur fiir eine
Gruppe Zerlegungen des Hamiltonoperators findet, z.B.:

A

[A{ - ﬁl(flaﬁla ---a:%gaﬁgat) + H2<jg+17ﬁg+1a --wjnaﬁn) .

Ein Separationsansatz ¢ = ¢;(x1, ..., 24, t)p2(g41, ..., ) fihrt hier analog zu zwei Glei-
chungen:

N 0
(Hy + E)p1(z1, ..., 2y, ) = 1h§gpl(x1, ey Xy t)
ﬁ2¢2(xg+17 ceey xn) = E¢2($g+17 7'rn)

mit der Gesamtenergie £ = E|+ F5. Natiirlich kann man dies auch fiir eine andere Anzahl
an Gruppierungen durchfithren.
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5.8 Der Harmonische Oszillator

Wie schon in der klassischen Mechanik gesehen ist der Harmonische Oszillator nicht nur
ein padagogisches Beispiel zum Erlernen der Vorgehensweisen, sondern ein wichtiges Mit-
tel zur Ndaherung von Problemen, da das Harmonische-Oszillator-Problem analytisch 16s-
bar ist. Der Ansatz dieser Naherung ist, dass sich jedes Potenzial in der Néhe seines
Minimums an der Stelle xg ndherungsweise durch die Potenzreihe

V(z) =V(x) + ;V”(xo)(x —20)? + O((z — x0)%) (5.37)

beschreiben lasst. Hierbei fillt die erste Ableitung naturlich weg, da V'(zp) = 0 am
Extremum gilt. Die Dynamik des Teilchens ist dann in der klassischen Mechanik z.B. im
Lagrange Formalismus gegeben durch:

m .92

1
L= Dhaie V(o) — §V"(x0)(:v —10)? = (;itmx' = —V"(x0)(z — x0)

Die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung ist dann gegeben durch:

V/l (:CO)

x = Acos(wt) + Bsin(wt) + 29, mit w=
m

Auch in der Quantenmechanik kann die, die Dynamik beschreibende Gleichung, also die
Schrodingergleichung, fiir den Harmonischen Oszillator analytisch gelost werden.

Losung mit Operatormethode

Wir wollen nun den Loésungsweg der eindimensionalen Schrédingergleichung fiir das Po-
tenzial V(x) = mw?z?/2, also den Hamiltonoperator

~9 2
A D mw* o
H=-—

2m+ 2 v

skizzieren. In der Ortsdarstellung ist diese einfach gegeben durch:

_ﬁﬁ+mw2x2 (z) = cp(z)
2m Ox2 2 P = et

Um diese zu losen wird die Methode der Leitoperatoren verwendet, die von Paul Dirac
entwickelt wurde. Wir definieren die Operatoren:

= _— —_— :> — JE— - -
“ 2h <x+ mw) “ 2h (;[ mw)

Mittels der kanonischen Kommutatorrelationen (5.35)'7 zeigt man leicht die wichtige Ei-
genschaft:

[a,a'] =1. (5.38)

"Hier [#,p] = ih1, da das Problem eindimensional ist.
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Die Verkettung

Besetzungszahloperator: N =dla

bezeichnen wir als Besetzungszahloperator, was spéater klar werden wird. Dieser ist offen-
sichtlich selbstadjungiert. Damit kann man den Hamiltonoperator umschreiben:

ﬁ:hw(]%tél).

Im Folgenden werden wir den Einheitsoperator oft weglassen. Betrachten wir also Eigen-
werte und Figenzustande des N, denn:

Nin)y =nln) = Hln) = hw(n+1/2)|n)
T
Aus den Eigenschaften: [N, af] = af und [N, a] = —a'® ergibt sich:
Na'|n) = (n + 1)al|n), Na|n) = (n — 1)a|n)
Also sind a'|n) und a|n) auch Eigenzustinde des N mit den obigen Eigenwerten. Die
Energiedifferenz zwischen a'|n) und |n) bzw. a|n) und |n) entsprechen jeweils hw, also

einem Energiequantum. Daher bezeichnet man a' auch als den Erzeugungs- und a als
den Vernichtungsoperator. Aus der Eigenwertgleichung von N folgt:

a'ln) o< [n+1) und aln) o< [n — 1)

Aus der definitionsgeméfien Normierung der Eigenvektoren folgen die Proportionalitéts-
konstanten:

a'ln) = vn +1n + 1), aln) = v/njn — 1) (5.39)

Hieraus folgt auflerdem, dass n > 0 sein muss, da dies ja wieder Eigenvektoren zu N sind,
der nur reelle Eigenwerte hat. Jede reelle Zahl n kann zudem als n = v 4+ A mit v € Nj
und A € [0, 1) dargestellt werden. Wendet man nun a v-mal auf den Eigenvektor |n) des
N an, so erhélt man

a“|n) = \/n(n — 1) - .- (n — v+ 1)|A) == ~|\)
mit v > 0. Da nun aber bei der néchsten Iteration:
a’|n) = yalA)
ist darf der neue Eigenwert (A — 1) nicht existieren, da er kleiner als 0 wére. Es muss
a’*tn) = 0 gelten. Daraus folgt:
0 =?|lalM)[| = 7*(aA]aX) = v*(AalalA) = 7> (A [N]A) = 777

Also insgesamt A = 0. Damit sind alle Eigenwerte von N nicht-negative ganze
Zahlen: n € Ny. D.h. die Eigenenergien des Harmonischen Oszillators sind:

en=hw(n+1/2), neN.

Das Spektrum ist diskret und alle Eigenzustéinde sind gebundene Zustande.

8Diese folgen aus Gl. 5.38
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Grundzustand

Ausgehend vom (}rundzustand mit der Nullpunktsenergie ¢y = fiw/2 konnen alle Ei-
genzusténde des H bestimmt werden. Nun ist im Grundzustand n = 0 und somit a|0) = 0.
In der Ortsdarstellung wird dies zu der Gleichung:

maw h O
ﬁ <£E+ W&L’) 77/)0($) =0.

Diese Differenzialgleichung lasst sich durch Trennung der Variablen einfach losen und man
erhélt eine Gaufiglocke der Form:

Yolw) =~ ) "
T) = exp|—==] mit z9:=—
0 7l/4, [zg P 213 O mw

wobei der Vorfaktor aus der Normierung folgt. Durch Anwenden des Erzeugungsoperators
erhilt man geméf Gl. 5.39 die weiteren angeregten Zustinde durch:

(a)"
) = 7 10)

In der Ortsdarstellung kann man die Eigenzustdnde durch die sog. Hermitepolynome

Hermitepolynome: H,(q) := ¢?/? ( — > e 1/

ausdricken:

)= ()" e (<) ()
P = Th ) o S\ o W

Man erkennt, dass alle Eigenzustidnde im Unendlichen gegen Null abfallen, da die Expo-
nentialfunktion alle Polynome dominiert. Das heifit, die Eigenzustdnde sind gebunden.
Dies ist eine Folge davon, dass das Potenzial gegen unendlich strebt. Zudem ist offenbar
keiner der Eigenwerte entartet. Die Eigenzustande bilden, da H ein selbstadjungierter
Operator ist, eine ONB des Hilbertraumes L*(R). Es existiert also eine Zerlegung der 1,
sowie eine Spektraldarstellung in der Form:

1:§|n><n|, H:hwi(n+;) In) (n|

n=0

Fiir grole n werden die Ortsdarstellungen der Eigenfunktionen (also die ,,) immer breiter
(~ y/n). Dadurch kann man nicht beliebig hohe Energien als gute Naherung wie in (5.37)
annehmen.

5.9 Drehimpulsoperatoren

Die Betrachtung von Drehimpulsen in der Quantenmechanik wird uns zu iiberraschenden
Ergebnissen fiithren, die aus der klassischen Mechanik nicht bekannt sind. Insbesondere
wird sich ergeben, dass Drehimpulsoperatoren quantisiert sind und verschiedene Raum-
komponenten von Drehimpulsoperatoren nicht kommutieren.
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5.9.1 Allgemeiner Drehimpulsoperator

Allgemein bezeichnet man einen (Vektor)Operatorj als Drehimpulsoperator, wenn er die
Eigenschaft:

ks Ji) = 1P &kin Jn (5.40)

erfilllt. Operatoren dieser Art beschreiben die folgenden Systeme:
o Bahndrehimpuls eines oder mehrerer Teilchen,
e Spin“ eines oder mehrerer Teilchen,
o Komposition von Bahndrehimpuls und Spin eines oder mehrerer Teilchen.

Aus der Eigenschaft (5.40) folgt:

A

3% 3 =0. (5.41)

Insbesondere betrachten wir als ausgezeichnete Richtung ¢ die 2-Richtung. Uns interessiert
das gemeinsame Spektrum von j% und j,. Wir bezeichnen die Eigenwerte und Eigenvek-
toren wie folgt:

314, my, v) = 1255 + 1) |5, my, v)

§Z|j7 my, V> - hmj ‘]7 my, V>

Der zusétzliche Index v charakterisiert die (mogliche) Entartung der Eigenwerte. Die-
ser wird im Folgenden aber nicht mitgeschrieben, um die Gleichungen tibersichtlicher zu
gestalten. Man bezeichnet den Eigenwert zu j? mit j (j + 1), da so spater eine schone-
re Beziehung zwischen m; und j folgt. Nun ist j? ein positiver Operator, in dem Sinne,
dass (1 ]j2[y) > 0 ist. Daraus folgt sofort (durch Multiplikation mit dem Eigenvektor von
links), dass j(j 4+ 1) > 0. Es gilt auflerdem

Gomg 37 = 320, my) =02 (jG+ 1) —m?) 20 & m?e(—j(+1),5(+1)

Zur genaueren Bestimmung von j und m; definieren wir, ahnlich zur Diskussion des
harmonischen Oszillators, den Auf- und den Absteigeoperator:

A A

J+ = 3x+ijy7 und ji :3— = ]x_ﬁy

Aus den Kommutatorrelationen folgt dann die Eigenschaften:

A

[jza .}:I:] = :l:hjﬂ:a [j27 j:l:] =0

Dadurch kann man zeigen, dass ji] J,m;) ebenfalls Eigenzustand zu j2 und 7, ist. Analog
zum Harmonischen Oszillator folgt daraus wieder eine Proportionalitét:

Jeld, my) o< |j, my £ 1).
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Mittels der Norm kann man dann zeigen:

Jeljymy) = ”J3(G +1) — my(my £ 1) |j,m; £ 1) (5.42)

Da m; elngeschrankt ist existiert ein m;max sodass gilt: ]+| Js Mjmax) = 0, folgt aus 0 =

<j+ Js Mjmax ’j+ Js Myjmax) = (Js Mjmax ]] j+‘j, Mjmax), dass M; max = j und analog, dass
Mjmin = —J ist. Insgesamt ist also

2] = M jmax — Mj min

Da j, den Wert von m; immer um 1 erhoht muss m; stets eine ganze Zahl sein. Sonst
wiirden namlich Eigenvektoren |j,m; + ), A € R existieren, sodass m;max = j nicht
getroffen wird, die ,Reihe“ also nicht abbricht. Also ist j ganz- oder halbzahlig, mit:

j ganz- oder halbzahlig , m; € [—7,7] N Npy.

Spin
Fiir den Elektronenpin gilt nach dem Stern-Gerlach-Versuch:

12 321 /1
8 =—0'="1=_(= Q#
S T4 Ty 2(2+

dass nur ein Eigenwert zu §? existiert. Allgemein nennt man Teilchen mit s = 1/2 Fer-
mionen und Teilchen mit s = 1 Bosonen. Mittels der Wahl der Basis |z, £) liegt die
Darstellung des Operators o3 sofort fest. Man erhélt die anderen beiden Pauli-Matrizen
dann durch Konstruktion mittels der Auf- und Absteigeoperatoren:

A 1’* ~ 1/\ ~
Jo 2U++J) Jy = 21(J+—J)

deren Wirkung ja durch (5.42) bekannt ist. So kann man auch vorgehen, wenn z.B. der
Drehimpuls in einem System betrachtet wird.

5.9.2 Bahndrehimpuls

Mithilfe des Korrespondenzprinzipes konnen wir aus dem klassischen Drehimpuls 1 =
X X p = €;x7;pr€; den Operator:

)
I
>

X P

erzeugen. Mithilfe der kanonischen Kommutatorrelationen (5.35) kénnen wir zeigen:
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Auflerdem folgt aus diesen, dass jede Komponente des Operators selbstadjungiert ist,
also auch der ganze ,Vektor“-Operator. Somit sind die Bedingungen von oben erfiillt. Des
Weiteren definieren wir das Quadrat des Drehimpulses und erhalten die Beziehung:

P=2+2+2, [B]=0

Diese Eigenschaft kann man mit (5.43) zeigen.

Kugelkoordinaten:

Mit etwas Rechenaufwand kann man die Komponenten des Drehimpulsoperators auf Ku-
gelkoordinaten umformen. Man erhalt insbesondere:

2
= —n? < L 9 (sin 08> + L0 > ==’ A l. = _mﬂ

sin 6 90 00 sin? § D2 D
. . 0 0
= het¥ [ £— 4 —
ly =he ( 66+ZCOt98¢>

Anhand dieser Darstellung'® erkennt man sofort dass der Hamiltonoperator eines Systems
mit einem, nur vom Abstand abhéngigen Potenzial V' = V(r), mit 12 und I, kommutiert.
Um die Eigenwertgleichungen dieser Operatoren zu lésen, machen wir einen Separations-
ansatz in der Ortsdarstellung:

<X |la ml7 :u> = ¢u,l,ml (X) = }/l,ml (97 (70) Ru,l,ml (T’)

i ist hierbei, wie bereits v bei der Diskussion des allgemeinen Drehimpulsoperators ein
zusétzlicher Index der die Entartung beschreibt, aber auch hier nicht mitgeschrieben wird.
Oft wird in der Literatur m; = m geschrieben. Die Eiegenfunktionen Y;,, nennt man auch
Kugelflichenfunktionen. Aus der Eigenwertgleichung fiir L, folgt sofort:

(0, ¢) = Yim(0) €™

Aus der Struktur der Kugelkoordinaten folgt: Y, (0, ¢ + 2m) = Y, (0, ¢). Dafiir muss
aber gelten:

Die Drehimpulsquantenzahlen m und somit auch [ sind ganzzahlig!

Es muss aulerdem mit m = my., = [ gelten: ZA+Y1J(9, ) = 0. Aus diesgar Gleichung und
der Normierungsbedingung kann man eine Darstellung der Funktion Y;; herleiten. Um
nun auf Y;,, mit m </ zu schliefen, wendet man wiederholt den Absteigeoperator an:

~ l-m
(I 4+ m)! [
Lm) =\ @i = m)! (ﬁ) )

YA,._; ist der Winkelanteil des Laplace Operator in Kugelkoordinaten, wobei der Radius auf den
konstanten Wert 1 gesetzt ist.
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Unter Verwendung der Tatsache: e~ sin 6 [ =1_e“sinf kann weitere Darstellungen
dieser sog. Kugelflachenfunktionen herleiten. Insgesamt ist fiir uns die Darstellung:

2041 | (I —m)! |
Kugelflachenfunktionen: Y, ,,(6,¢) = (—1)™/ 4+ El n mgl e P"(cos )
T\ m)!

mit den zugeordneten Legendre Polynomen (auch Legendre Funktionen):

dam (—1)" df N
mPl(COS‘9>7 Pl(z): 2! @( _Z>

Pl (COS 9) = Sin 9 m

relevant. Insgesamt bilden die Kugelflachenfunktionen also ein beziiglich [ und m VONS.
Aus FEigenschaften der Legendre Funktionen folgt zudem die Gleichung:

YE,*m = (—1)mY2jim

Damit kann man durch Linearkombinationen zweier (komplexer) Kugelflichenfunktionen
eine reelle Darstellung Y} ,,, erreichen:

\}5 (H,m + (=)™ Yl,—m) = \/§COS(mS0) ﬁ,m

7 ~

7 (Yign — (=1)™Y,_,) = V2sin(mep) Y

Diese sind aber offenbar keine Eigenfunktionen mehr von I.. Auch die Legendre Funktionen
sind (beziiglich /) orthnormiert. Insgesamt ist also:

27 ™
/ ng / de }/l*mY’,m’ sinf = 6[,[’5m,m’
0 0 ’

Auflerdem sind die Kugelflachenfunktionen vollstandig, mit:

o0

SN YL (0,0)Yin(@,¢) = (0 — ) (0 — 0)—

P sin 6

Der Sinus tritt als Funktionaldeterminante der Kugelkoordinaten auf. Es folgt also eine
Zerlegung der 1 in der Form:

SN Yo ) (g = 1

o 1=0 m=—1

Die zusétzliche Quantenzahl g bezieht sich hier dann auf Radius-abhédngige Anteile, da
jede Funktion, die nur abhangig vom Radius ist offensichtlich Eigenfunktion von 12 und
[, ist

143



Partitat und Kugelflaichenfunktionen

In Kugelkoordinaten kann man sich vorstellen, dass die Paritdt durch Verschiebung
der Winkel zu:

=+, 0 —m—0

darstellt. Dadurch erhélt man, dass fiir die Kugelflichenfunktionen wegen ™ = (—1)™
und cos(m — #) — — cos(0) gilt:

pYz,m = <_1)1Y2m .

)

5.9.3 Rotation und Drehimpulsoperator

Wir definieren einen Operator Tez,a, der eine Rotation um die z-Achse mit dem Winkel
« verursacht:

|¢Ez706> = Tez,a‘qvw .

In Kugelkoordinaten gilt also:

<X |Tez,a|7vz)> = ¢(T7 0, ¥ — Oz) .

Eine Ableitung nach o kann man also mittels der Kettenregel in eine Ableitung nach
¢ umformen. Diese Ableitung kann man wiederum durch den Drehimpulsoperator aus-
driicken. Man erhalt das Anfangswertproblem:

d - in A

7Te a:_*ZzTe s Te a= =1.
da” heoes =00

Diese Gleichung kann man leicht l6sen. Man erhélt sogar allgemein:

Ten,a = €eXp <—;O./i : en)

fiir eine beliebige Achse n, mit Einheitsvektor e, . In dieser Darstellung erkennt man sofort,
dass der Operator unitéar ist. Die Drehimpulsoperatoren sind also die Generatoren der
Rotation.

Rotation im Spinraum

Im Spinraum definiert man analog eine ,, Rotation®:
. i
Ue, o = €Xp —ﬁas e,
wobei 8 = fig /2. Dies kann man aufgrund von o? = 1 umschreiben zu:
A a ) e
Ue, o = COS (2) —io - e, sin <2> )
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5.10 Das Wasserstoffatom

Wir betrachten im Folgenden das System zweier Teilchen, die mit einer Kraft oc 1/r?
aufeinander wirken. Da hier zwei Teilchen vorliegen miissen wir zunachst den gemeinsamen
Hilbertraum definieren.

5.10.1 Tensorproduktraum

Nach dem siebten Postulat ist der gemeinsame Hilbertraum der beiden Teilchen durch
das Tensorprodukt

Hig :=Hi1 Q@ Ho

gegeben. Sind zwei Orthonormalbasen {|&; 1)} und {|n;2)} der einzelnen Hilbertraume
gegeben dann kann ein beliebiger Gesamtzustand ausgedriickt werden durch:

W> = Zcij’fm) ® ’77j,2> = Zcij ’61’,17 7]]',2>
i, ij

Das Skalarprodukt zwischen zwei Tensorproduktzustanden [¢) := |¢1) ® |¢2) und |¢) :=
|p1) ® |po) ist gegeben durch:

(@ |¥) = (@1 1) (w2 |1a) - (5.44)

Wichtig ist, dass nicht alle Elemente des Tensorproduktraumes durch Tensorprodukte von
Elementen aus den Einzelraumen gegeben sind.

Ortszustande

Fiir spinlose Teilchen iiberzeugt man sich, dass die obigen Definitionen insbesondere fiir
das Skalarprodukt sinnvoll sind:

X1, %2) 1= [X1) @ [x2) = (X1, X2[x], X5) = (x5 — Xx])0(x2 — X3)

Analog zum gewohnlichen Fall existiert also auch eine Integralzerlegung der 1 :
1= /XmdXQ |X1,X2> <X1,X2‘

und die Wellenfunktion ist in der Ortsdarstellung durch ¥ (x1,X2) := (X1, X2 |?¥)) gegeben.
Umgekehrt erhdlt man aus der Wellenfunktion durch Integration (Zerlegung der 1) wieder
den ket-Vektor. Analog erhélt man aus der Zerlegung der 1 das Skalarprodukt in der
Ortsdarstellung. Falls der Gesamtzustand durch ein Tensorprodukt [¢)) = |11) ® [i)g)
gegeben ist, gilt mit der Definition des Skalarproduktes von oben:

Y(x1,%g) = (X1 [th1) (X2 [tha) .
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Produktoperatoren

Es existieren nattirlich auch Produktoperatoren von Hio — Hi2. Sind A; und A, lineare
Operatoren in den Ursprungsraumen so ist:

A=AQQAy: Hix— Hip
durch die Wirkung auf die Basiszustande definiert:

A|¢> = Zcij A1|fz',1> & A2|77i,2> = A(|<,01> X |802>) = A1\§01> & A2|<,02>

2%
Man kann, um Operatoren aus einem der Ursprungsrdume auf den Tensorproduktraum
zu erweitern, einfach A; ® 1, verwenden.
Hamiltonoperator

Ein System aus zwei Teilchen im Kugelsymmetrischen Potenzial wird durch die Hamil-
tonfunktion

2 2
P31 | &5

H=2r P2y
2my  2mso (x1,%2)

beschrieben. Mit dem Korrespondenzprinzip erhalten wir hieraus der Hamiltonoperator:

R 152 f)2
H="101L1+1,0 2 - V(Z @151, ®%,)
2mq 2me

Oft werden die Identitatsoperatoren auch nicht mitgeschrieben.

5.10.2 Zentralpotenzial

Im Zentralpotenzial gilt fiir den Hamiltonoperator:
a2
3 p N
H=—+V
YV,

wobei 7 der ,,Operator des Abstandes“ ist. Da dieser Operator unter Rotation invariant
ist, deren Achse durch den Ursprung geht kommutieren alle Komponenten des Bahndre-
himpulsoperators und somit auch sein Quadrat mit H:

1, a) = H=0

Dies explizit zu zeigen ist mit einiger Rechnung verbunden. Tatséachlich wird sich heraus-
stellen, dass 12, [, und H einen vollstindigen Satz kommutierender Operatoren Bilden.
Die Elemente der Basis bezeichnen wir mit |e, [, m) (¥e1m(x) = (x|, 1, m)).

5.10.3 Das Zweikorperproblem

Wir betrachten ein System aus unterscheidbaren Teilchen. Dies zu betonen ist wichtig,
da, wie wir spater sehen, bei ununterscheidbaren Teilchen andere Bedingungen erfiillt
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sein miissen. Hier kann man z.B. die Teilchen anhand ihrer Masse unterscheiden. Da der
Hamiltonoperator
A9 A9
a pl p2 A A
H=_—+—"=+V(x—X%
s T 2mg (1K1 — R2])

hier zeitunabhéangig ist kann man das Problem durch Bestimmung seiner Eigenzustinde
l6sen. Betrachtet man die Schrodingergleichung in Ortsdarstellung und fithrt Schwerpunkts-
und Relativkoordinaten, sowie reduzierte und Gesamtmasse ein:

_ MXq + MaXo

R:
M )

M :=mq +my

1 1 1
r:i=X; — X — =+ —
1% my Mg

So zerféllt die Schrodingergleichung durch Umschreiben der Laplace Operatoren in:

B2 B2
<_2MAT_ WAR-i—V(T)) b= e

Mittels des Separationsansatzes

Y =1(r,R) = ¥s(R) - ral(r)

erhalt man nach einiger Rechnung und dem Separationsschritt, mit der Separationskon-
stante eg die zwei Gleichungen:

h2

——A R) = R

Ii r ¥s(R) = esys(R)

hZ
- ﬂ Ar¢rel(r) + V<T)77Z)rel(r) - Erelwrel(r>
wobei € = €5 + €, ist. Die Bewegung des Schwerpunkts entspricht also wie im klassischen
Analogon der eines freien Teilchens.

Losung der Relativbewegung:

Mithilfe des Laplace Operators in Kugelkoordinaten und der Darstellung von 12 in Ku-
gelkoordinaten kann man die Schrédingergleichung fiir die Relativbewegung umschreiben
zu:

n 10 12
2 1 Or? 2412

+ V(T)) Velm(T) = €Yeim(T)

Man sieht, dass der Hamiltonoperator also mit [; vertauscht. In der gemeinsamen Basis
e, [, m) vereinfacht sich diese Gleichung mittels der Eigenwertgleichung von 12 also weiter.
Schliellich fithrt der Separationsansatz

Yeim(r) =Yim(0,0) Rey(r) mit ey (r) :=1rRe(r)
auf die Gleichung:

I
(=g s * Vi) wat) = )
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wobei

R+ 1)

l -
Vi) = Vi) + 75

Der zweite Summand wird analog zur klassischen Bewegung Drehimpulsbarriere ge-
nannt.

Interessant ist das Verhalten von Losungen dieser Gleichung fiir Potenziale, die schwé-
cher divergieren als die Drehimpulsbarriere, da Potenziale, wie das Coulomb- und auch
das Gravitationspotenzial dies erfiillen. Dann konnen fir kleine r (da ! > 0) den Term
r2(V (r) — €) vernachléssigen. Hier fithrt ein Ansatz u.;(r) ~ r” zu 8 =1 + 1?°. Demnach
ist R—e¢,l ~ 7. Also verschwindet |R.;(r)|? fiir groBe [ im Limes r — 0 schneller! Fiir
[ = 0 kann man zeigen, dass fir » — 0 gilt: u.o(r) ~ r. Insgesamt gilt fiir alle I:

r—0 = uy(r)~ ritt

Da wir somit die Bedingung u.;(r = 0) = 0 festgelegt haben und die Gleichung eine
Differenzialgleichung zweiter Ordnung ist bleibt nur eine linear unabhéngige Losung der
Gleichung fiir bestimmte € und [. Insgesamt charakterisieren die 3 Quantenzahlen e, [ und
m das System also eindeutig.

= 12, [, und H sind ein vollstdndiger Satz kommutierender Operatoren.

Des Weiteren miissen wir die Gleichung fiir grofie r betrachten, um zu iiberprifen, ob die
Losungsfunktionen tatséichlich Eigenzustinde des H sind (Normierung). Wir nehmen wie-
derum an, dass das Effektivpotenzial fiir r — oo verschwindet (Coulomb) und betrachten
gebundene Zustinde (¢ < 0). D.h. wir erhalten in diesem Grenzwert die Gleichung:

d%u, 2m(—e
Z’;(T) —*ugy(r) =0 mit a:= J >0
,

h
Also haben asymptotische Losungen fiir grofie r die Form:

r—00 = Uy~e ",
wobei die Losung mit positivem Exponent aufgrund der Normierungsbedingung wegfallt.
Gebundene Zustande erfiillen also zwei Randbedingungen und sind daher diskret. Unge-
bundene Zustande sind kontinuierlich.

Wasserstoffatom

Im Falle des Wasserstoffatoms ist das Potenzial das Coulomb Potenzial V(r) = —e?/r
und die reduzierte Masse i entspricht ungefdhr der Elektronenmasse. Dann kann man
mit einer Skalentransformation:

r € h? e?

p:=— und € =— mit ap = — und €p = —,
aop €R me 2ag

wobei ag der Bohr’sche Radius ist und eg die Rydberg-Energie sind, die Gleichung um-

formen auf:
d? _ 2 I+
e+ (o4 2= D) ) 0.

20Eine weitere Losung 8 = —I verwerfen wir als nicht normierbar.

148



Aufgrund des bereits diskutierten asymptotischen Verhaltens der Losungen dieser Glei-
chung wahlen wir den Ansatz:

o0
uei(p) = p e Y elp” N i=aag = V—E.
v=0
Aus diesem Ansatz erhalt man fiir die Koeffizienten eine rekursive Darstellung:

el Av+1+1)—1

_ €l

=9 .
B (YN IR YRR SRy [ R

Fiir den Fall, dass diese Reihe nirgends abbricht erhalten wir fiir grofie v:

€,l 2\ €,l

V—00 = g~ —C)

14

Dann ist aber die Funktion u.;(p) ~ exp(2A\p) nicht normierbar. Also muss die Potenz-
reihe abbrechen. Dies ist fiir ein bestimmtes A\ der Fall, wie man leicht ausrechnen kann.
Man erhélt eine Potenzreihe, die an der k-ten Potenz abbricht fiir:

1
= N=—— — _ k=0,1,2,..
€k7l (l+k—|—1)2’ ) Ly Sy

Man bezeichnet dies dann auch als €, mit:

€ER 62

€, = ——

=———, mit neN, [ <n-1.
n? 2a0 n? -

Die Unabhéangigkeit der €, von [ gilt nur fiir das Coulombpotenzial. Hier existieren also
fiir jedes n insgesamt

"2*21(2[ +1) =n?

=0

Zusténde gleicher Energie in unterschiedlichen Zustédnden [. Dies ist also der Entartungs-
grad der Energie ¢,. Tatsédchlich existiert auch ein geschlossener Ausdruck, der sich der
zugeordneten Laguerre Polynome bedient:

q p _ e/ 2r\! 2
Ll d (e”d(ppe_p)> = R, x—e "o <7’> Lil:ll (T) .

- di,oq dpp nay nag

Hinzu kommt noch ein sperriger Normierungsfaktor. Insgesamt haben wir also die nor-
mierten, gebundenen Figenzusténde

r(/)n,l,m(r> = <I‘ |TL, l7 m> = Rn,l(r)n,m(ev 90)

des Hamiltonoperators gefunden.

5.11 Kombination von Spin und Bahnfreiheitsgraden

5.11.1 Freiheitsgrad

Als einen Freiheitsgrad bezeichnet man in der klassischen Mechanik eine der f verallgemei-
nerten Koordinaten des Lagrange- oder Hamiltonformalismus, in der das System Dynamik
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aufweisen kann. In der Quantenmechanik kommen neben diesen ,,Bewegungsfreiheitsgra-
den“ weitere Freiheitsgrade hinzu. Als Freiheitsgrad versteht man jetzt allgemeiner eine
Eigenschaft des Systems, wie z.B. der Spin. Etwas unbefriedigend ist, dass man nun alle
moglichen Spektren von Observablen (genauer ihrer Operatoren) als Freiheitsgrade be-
trachten kann, es héngt vom jeweiligen System und sogar von dem ab, was am System
von Interesse ist. Als Bahnfreiheitsgrade versteht man die tiblichen Freiheitsgrade der
Bewegung.

5.11.2 Kombination verschiedener Hilbertraume

Wir betrachten die Kombinationen der Hilbertraume
HBahn und Hspin -
D.h. wir betrachten das Tensorprodukt:
H = Hpann ® Hspin > LZ(Rd) ® C?

Als Beispiel fiir Hpap, wihlen wir einen Hamiltonoperator mit den Eigenfunktionen |e, )
und fir Hgpin betrachten wir analog |s,ms = £1/2). Das heifit wir erhalten:

€, i, s,ms = £1/2) = |e, ) @ |s,ms = £1/2)

Nun konnen wir Zustdnde nach diesen Basisvektoren entwickeln:

= E : Be,y,ms

67,‘]‘7ms

67 /’L7 87 m3>

Uber s wird hierbei nicht summiert, da s beim Spin fix ist. Das Skalarprodukt zwischen
zwei Zustanden mit den Entwicklungskoeffizienten o und (3 lautet geméafl Gl. 5.44 mit der
Orthonormierung der Einzelbasen also:

w ‘90 Z 65 S, Ms ,,u,ms ‘

6H,Ms

Operatoren erhalten wir dann analog zu Kapitel 5.10.1, durch Verkniipfung mit dem
entsprechenden 1-Operator aus dem anderen Raum. Insbesondere erhalten wir:

Ix, 5, mg) == |x) ® |s,ms) .

Beispiel:

Wir betrachten ein System ohne Spm Bahn- Kopplung (Ex. IV) und ohne Magnetfeld. Der
Hamiltonoperator ist dann H = Hpapn ® 1spin = P?/2m + V(x). Da der Hilbertraum des
Spins zweidimensional ist, konnen wir die Zustande darstellen als:

|w> - ¢+(X) _ <I‘,S,m5 = +1/2|¢>

¢—(X) <I‘, S, Mg = _1/2|¢>
Dies nennt man auch die Spin-Ortsdarstellung, den ket auch Spinor. Die Schrodinger-
gleichung wirkt dann auf beide Anteile dies Spinors, da der 1g,, in dieser Basis einfach

die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Daraus folgt automatisch eine (mindestens) zweifache Ener-
gieentartung jedes Zustands des Systems.
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5.11.3 Pauli Gleichung

Wir betrachten analog ein System mit inhomogenem Magnetfeld und einem elektrischen
Feld. Wir wissen bereits aus der Diskussion des Stern-Gerlach Versuches, dass dies zu
einem zusétzlichen Term im Hamiltonoperator fiihrt:

-t (A+6A(A t)>2 $(%,1)
= — -A(X —ep(x
2m p c ’ eI

_ 20

LB(R.1)-8

Der erste Term rithrt vom ,, gewohnlichen® Hamiltonoperator fiir elektromagnetische Fel-

der her, der spéter diskutiert wird. Betrachten wir den Zustand |¢)) dann in der Spinbasis
|z, £) und setzten die Matrixdarstellung fiir die Spinmatrizen ein so erhalten wir:

L0 (Yex)\ (1 [he e 2 10\ (vi(x)
1h§ <w+(x>> = (Zm LV + EA(X’ t)] — egb(x,t)) <0 1) <¢+<X)> +
_ By By —iBy\ (14(x)
Ho\B,+iB, —By V_(x)
Diese Gleichung nennt man auch die Pauli Gleichung.

5.12 Addition von Drehimpulsen

Gegeben seien zwei kommutierende Drehimpulsoperatoren jl und 32, die zu verschiede-
nen Freiheitsgraden gehoren. Man rechnet leicht nach, dass fiir die Summe dieser Opera-
toren

J=51+5 gt [Ji, J) = ifern Jn, (5.45)

er also auch ein Drehimpulsoperator ist. Wir betrachten nun den gemeinsamen Hilber-
traum der einzelnen Drehimpulsoperatoren in der Tensorproduktbasis

1, M1, Jas mye) = |j1, M) @ |2, mya) - (5.46)
Wir definieren die Kandidaten fiir Eigenvektoren zu J2 und J, als
|j17j27 J7 mJ> :

Man kann zeigen, dass J die Werte:

J=Js+ji, 0 +j2— 1, ..., |51 — jo (5.47)

annehmen kann. Wichtig ist auch, dass man J2 auch ausdriicken kann durch:

32 = j% +j§ + 251,z32,z + 51,+52,7 + 32,+31,7 . (5.48)
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5.12.1 Addition zweier Spin-1/2 Teilchen

Wir betrachten zwei Teilchen mit Spin 1/2 ohne Bahnfreiheitsgrade. Der zugehorige Ten-
sorproduktraum ist also H = C? @ C?. Die Tensorproduktzustinde bezeichnen wir mit
wie in Gl. 5.46 (nur mit s statt j). Fir die Produktzustande gilt dann:
§7,2 |517 my, S2, m2> == h2 S’i(si + 1) ‘817 my, Sa, m2>
———
=3/4
8.2 81,11, 82, Ma) = My, [s1, M1, S2,M2) .
Da s; = 1/2 und m,, = £1/2 erhalten wir 4 verschiedene Eigenzustinde, die wir ein-

fach mit | + +),| + —), usw. bezeichnen. In diesem Kapitel geht es um die Summe von
Drehimpulsen also ist es naheliegend, dass wir nun den totalen Spinoperator:

A

SZ:§1—|—§2

betrachten. Da §; und $§; natiirlich vertauschen (sie wirken ja nicht einmal auf densel-
ben Teil des Zustands) gilt fiir diesen auch die Bedingung (5.45). Aus demselben Grund
kommutiert S auch mit §; i = 1,2. Aus der ersten Gleichung von oben folgt sofort:

S.|#,+) = +h|£,+) und S.|F,£) =0
Die Tensorproduktzustande sind also bereits Eigenzustande von S.. Betrachtet man nun
S? =82 +8+28 -5,
so erkennt man, dass im gemischten Term Operatoren (z.B. §; ;) in einer Kombination auf-

tauchen, die nicht mit §; , vertauschen. Tatséchlich sind |F, +) auch keine Eigenzustéande
von S2. Man erhélt aber:

S?|+4) =21 | £4) :=S5(S+ )R+ +).
Mit S = 1. Zusétzlich kann man mittels (5.48) und (5.42) zeigen, dass:
1
V2

Eigenzustinde des 8% zu den Eigenwerten S = 1 bzw. S = 0 sind. Zusammen mit | =+ +)
bilden sie also eine gemeinsame Orthonormalbasis von S? und S., die wir mit:

(I+F) +[F+)

|317 52757 mS>

bezeichnen. Zustiande mit Eigenwert S = 1 werden Triplettzustidnde genannt und sind
offenbar symmetrisch beziiglich der Permutation der Teilchen. Der Zustand S = 0 wird
Singuelltzustand genannt und ist antisymmetrisch.

Direkte Summe

Mathematisch kann man den gerade beobachteten Effekt, dass das Tensorprodukt zweier
Spin-1/2 Réaume darstellbar ist aus einer Kombination eines Spin-1 und eines Spin-0
Raumes beschreiben durch:

H=Hs =172 @ Hs =172 = Hs=1 ® Hs=o.

Das Symbol & bezeichnet die sog. direkte Summe. Ein Hilbertraum H ist genau dann di-
rekte Summe zweier Unterraume V' und W, wenn es fiir alle Elemente [¢) des H eindeutige
Elemente |¢) € U und |p) € W gibt, sodass

) = 19) + ) -
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5.12.2 Gesamtdrehimpuls eines Elektrons

Wir betrachten ein Teilchen mit Spin und Bahndrehimpuls. Uns interessiert der Gesamt-
drehimpuls

e

j=1+s.

Wir bezeichnen wie gewohnt die 2(2/ 4+ 1) Tensorproduktzusténde als:
ll,m,s,mg) = |l,m) @ |s, mg) . (5.49)

Wie oben sind dies Eigenzustinde des 7, aber keine Eigenzustinde des j2. Die Frage ist
nun, ob es eine gemeinsame Basis von j? und 7, im Tensorproduktraum gibt. Kandidaten
fiir gemeinsame Eigenvektoren von j? und 7, wollen wir mit

’la 3>j7 mj>
bezeichnen. Schon an GI. 5.49 erkennt man, dass gilt:
Bl s,me =1/2) = h(141/2) |I,1,5,ms = 1/2)

In Ubersetzung der Quantenzahlen kann man diesen Kandidaten auch als |l,s,j = [ +
1/2,m; = 1+1/2) schreiben. Um nun auf die anderen Kandidaten zu schlielen, definieren
wir:

A /\_‘./\

o=l +s =l —il,+5,—i8, = 1 =7-72+n).

Wendet man diesen Operator mittels (5.42) wiederholt auf die Tensorproduktzusténde
an, so kann man iterativ die Tensorproduktzusténde mit den Kandidaten fiir die Eigen-
zustande identifizieren:

l+mj+1/2
20+1

l—m;+1/2
20+1

|l7$>j:l+1/27mj>: |l7mj_1/2757m8:+1/2>+

IL,m;+1/2,8,ms = —1/2)

Dies sind nun aber lediglich 25 + 1 = 2 + 2 Zustande, wobei der Tesorproduktraum
doch 2(2] + 1) Dimensionen hat. Tatsachlich ,fehlen“ noch die Zustande mit j =1 —1/2.
Unter der Pramisse, dass diese Zustande fiir jedes feste m; orthonormal zu den bereits
gefundenen Eigenzustédnden zu j = [ + 1/2 sein missen, erhélt man:

[—m;+1/2
20+1
l+mj+1/2

B 20+ 1

s, =1—1/2,m;) = |l,m; —1/2,s,mg = +1/2)+

\L,m;+1/2,8,ms = —1/2)

Nun haben wir also ein 2(2! 4 1)-dimensionales orthonormales Erzeugendensystem, also
eine Basis des H gefunden. Es bleibt zu zeigen, dass sie tatsachlich die entsprechenden
Eigenzustande sind. Aus der Zerlegung

A

P=T4+8+205+108 +i"5
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folgt, tatsichlich, dass es sich um Eigenzustdnde von j2 mit den Eigenwerten:

1 1 1 3 1
52(12—) =14 d h2<z >(l ) T

1 zu ) + 5 un + 5 + 5 zu 5
handelt. Natiirlich folgt das auch aus der Vertauschbarkeit von 32 und j., sowie der
Tatsache, dass der Anfangszustand der Entwicklungskette bereits ein Eigenzustand von
j? war, auch die weiteren Zustinde Eigenzustinde sind, man kann dies aber auch konkret
nachrechnen. Der Operator j ist der Generator der Rotation im Tensorproduktraum aus

Bahn und Spin.

5.12.3 Allgemeine Theorie

Wir machen nun dort weiter, wo wir oben aufgehoért haben. Insgesamt besteht der Ten-
sorproduktraum H,;, ® H;, aus (2j; + 1)(2j2 + 2) Basiselementen. Betrachten wir analog
den hochsten Zustand als hochsten Eigenvektor-Kandidat, so erhalten wir:

J1, 2, J = J1+ Ja, my = i+ Ja) = |j1, J2, 1, Ja)
Durch wiederholte Anwendung des Operators:
Jo=Jj1- + Jja-

mittels (5.42) konnen wir iterativ auf die weiteren Eigenvektoren schliefien. Hier als Bei-
spiel die erste Iteration:

V201 + J2)lgi, Jos J = g1+ Jo,my = g1+ j2 — 1)
= /271141, 51 — 1, J2, o) + /252041, J1, Jos g2 — 1)

Analog zu den Beispielen erhdlt man immer zu den vorherigen orthogonale Vektoren.
Fiir dieses m; gibt es aber noch einen weiteren Eigenwert zu J2, namlich g1+ g2 — 1.
Da m; = mj, + mj, gilt muss er sich aus den selben Vektoren zusammensetzten, aber
orthogonal zu J = j; + j5 sein. Analog verfahrt man dann fiir J = j; + jo — 2. Dies kann
man allerdings nicht immer so weiterfithren, da es zu Abbriichen durch die Anwendung
von j; — kommt. Damit kann man auch die Bedingung (5.47) zeigen. Dieses Verfahren wird
weiter durchgefiihrt, bis man bei |j; — j2| angelangt ist. Man kann somit auch allgemein
eine Darstellung der Eigenvektorbasis in der Tensorproduktbasis angeben:

J1 J2
|j17j27J7mJ> = Z Z <j17mj17j27mj2 |j17j27J7mJ> |j17mj17j27mj2>

mj =—J1 mj; =—J2
Die Entwicklungskoeffizienten nennt man auch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten und
sie werden wie oben beschrieben bestimmt.

5.13 Dynamik von Quantensystemen

5.13.1 Zeitentwicklungsoperator

Bei der Diskussion der Zeitentwicklung der Schrodingergleichung anhand der stationéren
Zustéande haben wir bereits den Zeitentwicklungsoperator (5.36) betrachtet. Nun wollen
wir noch weitere Eigenschaften dieses Operators untersuchen. Insbesondere bieten sich
Moglichkeiten die physikalischen Probleme umzulagern und speziell fiir Operatoren zu
l6sen.
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5.13.2 Schrodingerbild

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig so ist der Zeitentwicklungsoperator durch (5.36)
gegeben und man kann wie bereits diskutiert die Schrodingergleichung anhand der Eigen-
zustinde des H losen. Fiir zeitabhéngige Hamiltonoperatoren ist es leider nicht so leicht
einen Zeitentwicklungsoperator zu finden.

o Wenn fiir den Hamiltonoperator gilt:
[H(t), Ht)) Vit eR

kann man den Zeitentwicklungsoperator darstellen als:
N i [t 4
Ult,ty) = exp (—/ H(t’)dt’> :
h to

« Allgemein kann man auch einen beliebigen Zustand |1)(t) = U(t, )|t in die
Schrodingergleichung einsetzten. Da diese dann fiir alle Anfangszusténde |1)) erfiillt
sein muss, kann man diesen auch aus der Gleichung , kiirzen“. Damit erhélt man ein
Anfangswertproblem fiir U (t, t):

A

ihaatf](t,to) = HU(t,t)),  Ulto,to) =1

Diese Gleichung kann man formell integrieren, erhilt dabei aber leider keinen ge-
schlossenen Ausdruck fir U:

N 1 t N
Ult,tg) =1+ 7 H(")U(t,ty)dt". (5.50)
to

Die Darstellung
[0(t)) = U(t, to) [ (to))

bezeichnet man auch als das Schrodingerbild. In diesem
» entwickeln sich die Zustédnde wie oben und
« die Operatoren entwickeln sich bis auf explizite Zeitabhdngigkeit nicht:
1 _oi
dt ot~
Unitaritat des Zeitentwicklungsoperators

In der Allgemeinsten Darstellung ohne Anforderungen an den Hamiltonoperator lautete
der Zeitentwicklungsoperator:

N 1 /st 4 A
U(t, to) =1 + T H(t/)U(t/, to) dtl .

lh to
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Das bedeutet fiir die Zeitableitung:

N 1 ~ N A~
o,U = %H(t)U(t,to) = U=
1

1. N
——UT(t, to)H (¢

=11, 10) (1)
Daraus folgt:

d .~ 1 A0 ~A\ A ~ 1 ~ -
oo =<— TH) T(H ):
U0 SUMH) U+ U (S HU ) =0

wegen der Selbstadjungiertheit von H. Also ist das Produkt UTU = const. und kann somit
auch zu UTU = 1 normiert werden. Mit der Unitaritéit des Zeitentwicklungsoperators kann
man besonders leicht die Erhaltung der Normierung eines Zustandes zeigen:

1= (P(to) [¥(to)) = ((to) [UTT Y (to)) = (¥(t) [(t))

Die Normierung eines Zustandes, der sich geméfl der Schrodingergleichung entwickelt,
bleibt also erhalten.

5.13.3 Heisenbergbild

Wir betrachten eine Observable A(t) zum Operator A(t). Die Zeitentwicklung des Erwar-
tungswertes dieses Operators kann man mit dem Zeitentwicklungsoperator umschreiben
AVE

(A ey = (o) [TTATL (b)) = (A o)

mit dem Heisenbergbild des Operators:

A

Ay = Ul (t, 1) AU (¢, 1) .

Tatsachlich kann man mittels der Produktregel auch eine Bewegungsgleichung von
Operatoren im Heisenbergbild berechnen:

A

ood s A ., [(0A

Wichtig ist der Zusammenhang, nach dem das Heisenbergbild konstruiert ist:

A

(A sy = (Al (o)) - (5.52)

Im Heisenbergbild lautet die Darstellung eines Zustandes also:

[¥) = [¢o)
d.h. alle Zustéande sind durch ihren ket zum Zeitpunkt ¢t = t; gegeben. Im Heisenbergbild
o entwickeln sich die Zustande nicht und

« die Operatoren entwickeln sich geméaf (5.51).
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5.13.4 Erhaltungsgrofien und Invarianzen
Erhaltungsgroflien

Hat ein Operator A zu einer Observablen A keine explizite Zeitabhangigkeit, so folgt GI.
5.51 durch bilden der Erwartungswerte ((5.52) rechts angewandt):

L /d .
1ﬁ<thH> = ([A, H])p)
[ (to))

Da man hier auf der linken Seite den Erwartungswert zunéchst beziiglich [1(to)) bildet,
ist die Ableitung unabhéngig von der Bildung des Mittelwertes und kann mit diesem
vertauscht werden. Wendet man dann wieder 5.52 an folgt:

L d N
ih &<A>|w(t>> = ([A, H]) (5.53)

Der Erwartungswert von Groéflen, deren Operatoren explizit zeitunabhéngig sind und
mit dem Hamiltonoperator fiir alle Zeiten kommutieren, ist also erhalten. Daher
identifiziert man diese als Erhaltungsgrofien.

Invarianzen

Allgemein erhélt man immer aus einem selbstadjungierten Operator A einen unitiren
Operator zu einem Parameter A durch:

Uy = exp (—%fl)\) (5.54)

Man nennt A dann auch den Generator des U,. GemaB Gleichung 5.16 kommutiert
der Hamiltonoperator also mit Transformationen wie Uy, wenn er mit dem Generator
kommutiert.

[[{[,A]ZO = [I{I,U)\]:O

Damit sind die Eigenfunktionen von H auch Eigenfunktionen von U,. Fiir die Skalarpro-
dukte gilt auflerdem:

[ )] = (@ |00 o) = 1w 0]

die Wahrscheinlichkeiten sind also unter der unitdren Transformation erhalten. Allgemein
sind in der Quantenmechanik alle kontinuierlichen Symmetrietransformationen durch (Anti-
) Unitare Operatoren gegeben. Wenn dieser, wie oben, mit dem Hamiltonoperator kom-
mutiert, so ist dieser, bis auf ein Vorzeichen, invariant unter der Transformation:

0 =0 = [ —+0lAb,
Dementsprechend folgt fiir die Zustande mit der Schrodingergleichung:

d : dp . d .
ih W) = HIY') < v Uig) = HUMY) & ih|v) = H|Y)
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Ist also [¢) eine Losung der Schrodingergleichung, so auch [¢)). Zu jeder Erhaltungsgrofie
folgt also eine entsprechende kontinuierliche Symmetrietransformation.

Tatséchlich hangt dieses Symmetrieverhalten mit der Gruppenstruktur der Transfor-
mationen zusammen. Transformationen, die sich durch Generatoren wie in (5.54) aus-
driicken lassen, sind sog. Lie-Gruppen. In der Feldtheorie ist deren Bedeutung noch
entscheidender.

5.13.5 Ehrenfest Theorem

Betrachten wir den Hamiltonoperator eines Teilchens im Potenzial V:

A2

2 p ~
H=-— .
2m+V(x)

Man zeigt leicht die Kommutatorrelationen:

A2
s 7 2P . N oV
%, H] = 171% und [p;, V(®)] = —1718—%()().
Damit folgen aus der Betrachtung der Bewegungsgleichungen fiir den Orts- und Impuls-
operator im Heisenbergbild die Beziehungen:

fult) = - pult),  pult) = ~VV (Fu(r)

Bildet man hier die Erwartungswerte zu [1(to)) so kann man diese durch die Zeitablei-
tung ziehen. Ersetzt man dann gemafl Gl. 5.52 den Erwartungswert so folgen sofort die
Ehrenfestgleichungen:

Im Falle eines linearen und quadratischen Potenzials gilt: (VV (X)) = VV((X)). Die Er-
wartungswerte der Observablen in der Quantenmechanik verhalten sich also wie die klas-
sischen Groflen.

5.13.6 Dirac- / Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen Hamiltonoperator der Form:
H=Hy+V,

wobei die Zeitentwicklung von H, exakt losbar ist, hier im speziellen sogar Zeitunabhangig.
Der Zeitentwicklungsoperator von H, lautet also:

A

Us(t, o) = exp (—;ﬁo(t - t0)>
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V ist iiblicherweise eine ,kleine Storung“ dazu spéter mehr. Wir bezeichnen als das Di-
racbild eines Zustandes und eines Operators die Grofien:

A

[Un(t) = Ug(t,to)le(t)),  Ap(t) = U5 Aly.

Hierbei ist zu beachten, dass |¢p(t)) von £y, sondern von ¢ aus entwickelt wird. Aulerdem
gilt mit dieser Definition:

[¥p(to)) = |¢(to))

Berechnet man die Zeitableitung von [ip(t)), erhdlt man unter Verwendung der Produkt-
regel und der Schrodingergleichung fir |¢(t)), die sog. effektive Schréodingergleichung

fiir [¢p(t)):

_d 5
th2[¥p(t)) = Vb [¢¥p(?))

Mittels der Definition eines neuen Zeitentwicklungsoperators:

A

[Wp(t)) = Up(t,to)lp(te)),  Upl(te,to) =1

erhdlt man (da die effektive Schrodingergleichung fur alle |¢p(t)) erfiillt sein muss) die
Gleichung;:

0 ~ ~ A~
ih—Up = VpUp.
latD DYD

Dies kann man dann analog wie im Schrédingerbild in eine Integralgleichung umschreiben:

~ 1 t . ~
Up(t,ty) =1+ 7 ), Vp(t1)Up(t, to) dty
0

Ahnlich einer Taylorreihe kann man dies in eine sog. Dysonreihe entwickeln:

Up(t,to) =14+ S U2 (t,10),

n=1

() LN\ [ " SR 1
ot (t,to):() /t dty [ dty e [ A6V (t). V()

lh to to

5.14 Naherungsmethoden
Die meisten (interessanten) quantenmechanischen Systeme kann man explizit nicht mehr

berechnen. Natiirlich sind hier auch numerische Berechnungen von Bedeutung. Es ist aber
auch wichtig iiber analytische Methoden zu verfiigen um erste Abschétzungen zu erhalten.
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5.14.1 Variationsprinzip

Das Variationsprinzip ist eine Ndherungsmethode um die Grundzustandsenergie eines
Systems zu bestimmen. Dafiir fiihren wir das sog. Energiefunktional

(| Hp)
F(l)) = =
(1)
ein. Zudem bezeichnen wir den Unterraum des H (Hilbertraum des Systems) der Grund-
zustédnde als Vo := {|¢p) Grundzustédnde}. Fiir eine diskrete Grundzustandsenergie e,

besagt das Rayleight-Riesz-Variationsprinzip, dass

F() 2 Vo, F(l¥)=co & )€ Vo+0.

Man kann dies beweisen, indem man die Spektraldarstellung von H gemaf (5.30) betrach-
tet. Durch kreative Addition einer 0 (+¢€y1 — €p1) erhilt man relativ schnell die Aussage.

In konkreten Berechnungen betrachtet man eine Untermenge von Zustdnden [i,)
( = (ai,...,)). Die Minimierung von f(«a) = F(|1)),) fithrt man dann in der Un-
termenge |1, ) aus. f ist hierbei eine reelle Funktion. Das Ergebnis ist immer eine obere
Schranke fiir ¢). Je besser diese Untermenge (auch Versuchszustidnde) gewihlt sind,
umso schéarfer wird die Abschatzung.

5.14.2 Zeitunabhangige Storungstheorie
Storungstheorie eines nicht-entarteten Zustandes
Wie betrachten (wieder) einen Hamiltonoperator
H(\) = Hy + \W
unter den Voraussetzungen:
« Die Energien und Eigenzusténde ) und [¢(?)) sind bekannt.
» \ist ein kleiner Parameter.

Hierbei wird W auch Stéroperator oder einfach Stérung genannt. y ist hier ein (mogli-
cher) Entartungsindex. Sei |p(?)) ein nicht entarteter Zustand von Hy. Wir schreiben:

H(\)|en(V) = en(N)]@a(N)
Mit den Entwicklungen
en(N) = €@ 4 XelD) 4 N2 4 10n(AN)) = [0D) + AleM) + X2|p@) + ..

erhalten wir aus einem Koeffizientenvergleich in A:

Holp®)y = Doy, HoleM) + WD) = e[ + €0 |y (5.55)

160



Aus der Normierungsbedingung von |¢,(\)) folgt:

(en (V) [en (V) = (@ 1) + X ({0 oD + (0 ) + O(N?)

Da |¢®) bereits normiert ist muss (p{¥ |p)) rein komplex (also z.B. ia) sein, damit
sich die beiden Terme in der Klammer dann aufheben. Man kann zeigen, dass durch eine
bestimmte Wahl der Phase ¢?* von |¢,()\)) dieses Skalarprodukt sogar gleich 0 wird.
O.b.d.a setzten wir also

(@D 1) =0 (5.56)

Multipliziert man die linear gestorte Schrodingergleichung (5.55) mit (¢(”)] so erhélt man
unter Verwendung von (5.56):

e = (el (W) . (5.57)

Multipliziert man dieselbe Gleichung mit einem allgemeinen <90 ] p # n, so erhalten wir:

(W) | Ho — €200} = e (o) 10) — (o), W |o?)

I
Dies lasst sich letztlich umformen zu:
©) 1470
0 1 <(P, Wley)
<901(o,p)¢ |90£z)> = h, pFEN. (5.58)
n’ — €p

Aus der Vollstéandigkeit der |gaz(f&> als Basis des H erbt sich dann eine Darstellung fiir die
Lineare Néherung von |p,,(M)):

(o) [W o)
[oa(N) = ) + 2303 =G5 ) T O)

p#EN M €n” — €p

Analog erhélt man durch identische Betrachtung der quadratisch gestorten Schrodinger-
gleichung die Entwicklung:

(Pl W o) 2
en(N) = €9 L MO W) + X233 % — 0 + 0N,
P

p#n M

Damit diese Entwicklungen sinnvoll sind miissen die Matrixelemente (5.58) klein (<< 1)
sein. Im Falle emes teilweise kontinuierlichen Spektrums geht die Summe iiber p in ein
Integral iiber de(®. Oft ist kein expliziter Parameter A zuginglich. Dann wird AV =V
zum Entwicklungsterm.
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Konvergenzverhalten

Die vollstandigen Potenzreihen der Entwicklung fir |¢,(\)) und €,(\) konvergieren tat-
séchlich meist nicht. Insbesondere fiir unbeschrinkte Operatoren divergieren die Po-
tenzreihen. Trotzdem sind die ersten Ordnungen oft gute Naherungen fiir das Verhalten
des Systems. Man kann das Konvergenzverhalten dieser Reihen im Rahmen der Asym-
ptotischen Reihen verstehen. Die Abweichung (hier als Beispiel der anharmonische
Oszillator) betragt:

N

co(\) = 3 el

k=0

An()) = < Cp AN

Es gibt ein optimales N = N, sodass die Entwicklung eine méglichst gute Naherung liefert.
Somit kann es dazu kommen, dass sich sogar fiir zusdtzliche Terme der Entwicklung die
Néherung wverschlechtert!

Storungstheorie eines entarteten Zustandes

Ganz édhnlich kénnen wir auch Naherungsgleichungen fiir entartete Zusténde ansetzten.
Hierzu betrachten wir den Eigenraum {|e,, )}, mit Entartungsindex p zum Eigenwert €(?)
des ungestorten Hamiltonoperators H,. Das Problem ist, dass nun der Anfangszustand
des gestorten Systems |<,0£LO)V> nicht mehr bekannt ist, sondern nur als Linearkombination:

60 (N)) = 100 =3y, ,el?, p)
I

A—0

des jeweiligen Eigenraumes geschrieben werden kann. Der Index v gibt nur an, dass es
sich hierbei um einen aus dem entarteten Eigenraum zusammengesetzten Zustand handelt.
Die Entwicklungen setzten wir analog zum nicht entarteten Fall an und erhalten durch
Multiplizieren der 2ten Gleichung in (5.55) mit (¢!%), 1’| von links:

S (e W1 ) = ) @) =0 & (W =€) 1)a=0.

n?
I

S

Die Rechte Schreibweise soll die Struktur dieser Gleichungen als ein Eigenwertproblem
deutlich machen. Um also die Energickorrektur €{), und den Zustand |¢{)) zu bestim-

men muss die Matrix zu W beziiglich der Eigenvektoren diagonalisiert werden. Hierbei
kann tatsachlich der Entartungsgrad verringert werden, je nachdem, wie viele unter-
schiedliche Eigenwerte 67(112, existieren. Man erhalt dann fiir jeden Eigenwert einen eigenen
Eigenraum, aus dem sich entsprechend mit den Koeffizienten «,,,, der zugehorige Zustand
ergibt. Multipliziert man diese Gleichung mit A so wird klar, dass man entsprechend
)\651172/ = Ae mit dem Operator AW = V erhélt. Man kann die Entwicklung also genauso
durchfithren, auch wenn es keinen expliziten (kleinen) Parameter A gibt.

5.14.3 Zeitabhangige Storungstheorie

Wir betrachten nun wieder ein System, das von einer (kleinen) Stérung betroffen ist, die
nun zeitabhangig sein kann:

A

H(t)= Hy+ V(1)
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Hierbei soll Hj zeitunabhéngig sein und die Eigenwerte und Eigenvektoren sollen bekannt
sein: Hy|n) = €,|n), wobei die Zustédnde entartet sein konnen. Den Zustand zur Zeit to
bezeichnen wir mit |m), um die Rechnungen kiirzer darzustellen. Wir definieren die Grofie:

Prsn(t,to) = [(n[(1))?

und bezeichnen sie als Ubergangswahrscheinlichkgit. Im Diracbild erhélt man also
durch Einschieben des Zeitentwicklungsoperators zu Hy:

Prsa(t, to) = [(n [UTG[4()) 2 = [(n [Up|m)?

Hierbei wirkt Uy nach links und erzeugt dabei nur einen Phasenterm. Dabei ist [¢p(ty)) =
|t(to)) = |m). An dieser Stelle kann man AuBerdem den Zeitursprung von |m) verschie-
ben! Durch Multiplikation mit der Phase exp(iHy(t, — to)/h) dndern wir das Betragsqua-
drat nicht. Trotzdem entwickelt sich damit der Zustand |m) = |¢(to)) zu |m') = [(t1)).
Im Folgenden werden wir als Ausgangszustand aber |m) schreiben. Wir verfiigen bereits
iiber eine implizite Darstellung fiir Up aus Kapitel 5.13.6. In erster Ordnung gilt:

~ 1 t1 .
UD(t,to) = 1+* VD(tl)dtl
ih to
Diese Naherung ist nur fir kleine Zeiten (t — ¢y klein) quantitativ zutreffend. Unter der
Annahme, dass sich die Zustande |n) und |m) unterscheiden, wobei sie natiirlich trotzdem
zur selben Energie gehoren konnen, erhalten wir:

2

1
Pmﬁn(u tO) = ﬁ

)

t LA N A
/ <n |elHo(tl*to)/hv(tl)6*1H0(t1*t0)/h|m> dt;
to

wobei wir das Dirac-Bild des V eingesetzt haben. Dies ist also die Entwicklung der Uber-
gangswahrscheinlichkeit in Ordnung V2. Indem man die Zeitentwicklungsoperatoren auf
die Zustédnde anstatt auf den Operator wirken lasst erhélt man die kiirzere Form:

2

t . A
/ ellen=em)/m (i 1V (£1)|m) dty

to

1
Pm—)n(t7 t()) = ﬁ

Da diese Naherung nur fiir kleine Zeiten t —ty gilt miissen diese Wahrscheinlichkeiten sehr
klein sein. Da die Wahrscheinlichkeit in irgendeinen Zustand tiberzugehen gleich 1 sein
muss, gilt auch:

Pm—)m(tat0> =1- Z Pm—>n(t7t0) ~ 1
m#n

da der Ausdruck nur gilt, falls das Integral entsprechend klein ist.

Storung zeitunabhingig: V=1,

Falls die Stérung zeitunabhingig ist, kénnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit ent-
sprechend weiter vereinfachen. Mit den Bezeichnungen w,,,,, := (€, — €,,)/h und ' =t — 1
erhalten wir:

1 ~ g SN (wpmt'/2) P
—_——

sz(wnmvt,)

Prsn(t, to) = (n[Vm)[?
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Das heifit, die Ndherung ist nur zuléssig, solange:

o
[V Im)|

/

<<

Fiir den Fall, dass ¢’ >> 1/w_! erhilt man aus f(wum,t') eine Darstellung der Delta-
Distribution:

21 A
= Pt ty) = %t’|<n \V\m)\Q(S(en — €m)

t>>

wnm

Dieser Ausdruck wird auch als Fermis Goldene Regel bezeichnet. Bei kontinuierlichen
Zusténden geht die Delta-Distribution in eine Zustandsdichte iiber.

Periodische Storung:

Fiir eine Periodische Stérung V = Vj cos(wt) kann man fir den Fall w,,, &~ w berechnen:

[(n [Volm) | sin® ((wnm — w)t/2)
4h? (W — w)/2)?

Pm%n(t tO) =

Dieses Modell beschriebt die stimulierte Absorption von Photonen an Atomen. Analog
wird fiir w,,, & —w die Emission modelliert. Es hat dieselbe Form wie eine zeitunabhén-
gige Storung, wobei w,,, auf w,,, — w verschoben wurde.

5.14.4 Wasserstoffatom im elektromagnetischen Strahlungsfeld

Wir betrachten ein Wasserstoffatom, das von einer elektromagnetischen Welle | getroffen*
wird. In Strahlungseichung (V - A(x,t) = 0, ¢(x,t) = 0) konnen wir somit schreiben:

A(x,t) = A.(y,t)e, = (Agei(ky_th) + Aae_i(ky_‘:kt)> e,
Die Felder erhalten wir dann durch:
E(x,t) = —-— xe,, B(x,t) =V x A xe,

Der Hamiltonoperator ergibt sich aus der Hamiltonfunktion der elektromagnetischen Po-
tenziale aus dem Korrespondenzprinzip. Die Hamiltonfunktion allgemeiner Potenziale A
und ¢ lautet:

1

Hep) = o (b aten) + a6

Der Gesamthamiltonoperator des Systems (also die inklusive des Coulomb Terms) lautet

fiir kleine Felder (A? — 0):
132
2m,

A
~
~

MeC

ﬂ>‘ ®w
V]

:=Hp =V ()

Wir betrachten hier (im Vergleich zum Atomradius) groe Wellenldngen, sodass kag << 1
ist und wir die Exponentialfunktion um kleine ky entwickeln:

- 1
e = 1 ikg — Sk
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Dies ist die Multipolentwicklung des Feldes und in der Dipolndherung (nur die 1!) erhalten
wir:
e

V(t) ~ P, (Aoe—ickt + ASeickt)

MmeC
Ist Ay reell konnen wir diesen Ausdruck noch mittels dem Cosinus weiter vereinfachen.
AuBerdem setzten wir: Fy = 2kAy und w = ck:

€E0

t) = D t
V(t) " p. cos(wt)

Das heifit es handelt sich um eine periodische Storung mit V o< p,. Die zu berechnenden
Matrixelemente sind also:

(' U m! |V (t)|n,1,m) oc (n' I, m |p.|n, 1, m) .

Auswahlregeln:

[, kommutiert mit V(t), also auch mit H(t). Das bedeutet, dass die z-Komponente des
Drehimpulses eine Erhaltungsgrofie ist und sich somit nicht dndert (Kapitel 13.3). Man
benutzt dies um zu zeigen:

0= (n',I',m|[V,L]|n,m,1) = (m —m" )/, I',m' |V|n,m,1) .

Also ist das Matrixelement gleich 0 fiir m # m/. Des Weiteren gilt die Kommutatorrelation:

R in
[Z ’ HO] = —D:
me
Also kann man schreiben:
ime

' U';m" |p.In,m,l) = (€ — €x)(n', 1", m" |2, 1, m)

h

Mithilfe der Kugelflichenfunktionen (z = rcos() o Yio) kann man zeigen, dass dieses
tibrige Matrixelement verschwindet, falls |l —I'| # 1. Die bisher erhaltenen Auswahlregeln
lauten also:

Am=0, Al=+1

Fir Felder entlang der z- oder y- Achse erhélt man Am = +1. Mittels dieser Theorie
kann man Absorption und induzierte Emission des Wasserstoffatoms im Strahlungsfeld
erklaren. Die spontane Emission auch ohne &ufleres Feld kann man in dieser Theorie nicht
beschreiben, dafiir wird die Quantisierung des Feldes benotigt (Quantenelektrodynamik).

5.15 Bewegung im Elektromagnetischen Feld

5.15.1 Bewegungsgleichung der Operatoren

Der Hamiltonoperator des Elektromagnetischen Feldes wurde bereits oben eingefiihrt:

1
2me

H=

(f) + A t))2 —ed(k,1) (5.59)

165



Wir bezeichnen den kinetischen Impulsoperator mit:

im Gegensatz zum kanonischen Impulsoperator p. Wie betrachten im Folgenden ein
Elektron mit ¢ = —e. Aus den kanonischen Kommutatorrelationen fiir p kénnen wir die
Kommutatoren

A A . € 5 o 1
(7, 7] = _1hE€jlela (7, k] = 1hd;1

berechnen. Dabei wurde B = V x A verwendet. Allgemein kommutiert A(X) mit jeder
Funktion f(%). Im Heisenbergbild erhalten wir dadurch die Bewegungsgleichung:

Daher kommt der Name fiir #. Analog erhalten wir (man beachte die explizite Zeitabhan-
gigkeit von Al):

d
e —277‘;6 (fu x B(Ri, ) — B(&m, 1) x #) — eB(&m, 1)
Um in diese Terme zu berechnen muss auf [#, #%] die Rechenregel (5.15) angewandt wer-
den. Ohne durchgehend alle Abhéngigkeiten mitzuschreiben, wobei B = B(Xy) erhalten
Wwir:

d? e . d. .
meEXH = —% (XH x B —B x 2(/_)(H) — €E<XH7t) .

Bis auf eine Symmetriesierung des Vektorproduktes entspricht dies also genau der be-
kannten Lorentzkraft.

5.15.2 Eichtransformationen

In der klassischen Elektrodynamik sind alle messbaren Felder (B und E) unveridndert,
wenn man die Potenziale eines sog. Eichtransformation:

1oy

o(x,t) = ¢'(x,t) = d(x,t) — 5 A(x,t) = A'(x,t) = A(x,t) — Vx

unterzieht. Man kann in quantenmechanisch zeigen, dass wenn ¢ (x,t) die Schrodinger-

gleichung zu einem Hamiltonoperator H 158t, dass die Losung des geeichten Operators
H' die Form:

0, 0) = exp (1x(x.1)) wlx,)
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hat. Die messbare GroBe [1]? bleibt also invariant. Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
haben wir bisher mit dem kanonischen Impulsoperator geschrieben. Mit einem elektro-
magnetischen Feld muss dieser mit dem kinetischen Impulsoperator ersetzt werden:
1) = o (0 (0) + 0(0)")

Diese ist, wie man nachrechnen kann, ebenfalls unabhéangig von der Eichung. Dabei ist
zu beachten, dass bei einer Eichung zunéchst einmal die Wellenfunktion um den lokalen
Phasenterm (wie oben) erweitert werden muss. Die Eigenenergien des Systems, die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte sind also unabhangig
von der Eichung. Wir man im Folgenden sehen wird sind die Symmetrien des Hamilton-
operators und somit auch die vollstandigen Satze, die zur Losung des Systems verwendet
werden unterschiedlich. Dadurch dndern sich die notigen Quantenzahlen.

5.15.3 Landau Niveaus

Wir betrachten ein Elektromagnetisches Feld in Strahlungseichung mit B = Be, (rdum-
lich und zeitlich konstant) also A = (A,, A,,0), ¢ = 0. Der Hamiltonoperator ergibt sich
entsprechend leicht aus Gl. 5.59. Zur Loésung spalten wir den Term ~ p, ab und erhalten:

9
.
2m,

Mit einem Separationsansatz 1)(x) = ¢(z,y)e?=*/" erhalten wir die Gleichung:

Hip(z,y) = ep(r,y)

Wobei die Gesamtenergie dann gegeben ist durch:

B 2me
ist. In der sog. Landau-Eichung A = (0, Bx,0)*' mach man einen weiteren, analogen
Separationsansatz:

eipyy/h

o(r,y) = m)(py(x)-

Dann bleibt fiir x,, (x) eine eindimensionale Schrodingergleichung, die der eines Harmo-
nischen Oszillators mit verschobenem Ruhepunkt entspricht:

2 0%y 1
om 8x§y () + §mwg($ + kyl%)QXpy (z) = 5Xpy<x>
Mit den Konstanten:
'R B
k, = &, magnetische Linge [, := —C, Zyklotronfrequenz w, = ‘ .
h eB MeC

Dadurch erhalten wir die Gesamtenergie:

P
2me

1
€tot = (n+ 2) h&)c +

Die Energien ¢, des H, sind unendlich oft entartet, da sie unabhangig von p, sind, p,
aber in den Eigenfunktionen ¢(x,y) auftritt. Man nennt sie auch Landau-Niveaus.

21Es ist klar, dass daraus folgt: rot A = B
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Coulomb-Eichung
In der Coulomb Eichung gilt fiir A:

1
A(r):—§XXB,

wobei immer noch B = Fe,. Der entsprechende Hamiltonoperator H /| lautet dann:

rr
H' =

o P2+ 8) + Sml(@ 4 ) + .
Man erkennt hier offensichtlich den Hamiltonoperator eines 2-dim. Harmonischen Oszil-
lators mit Frquenz w./2. Man kann nachrechnen, dass [, mit den restlichen Anteilen von
H | kommutiert, sodass es gemeinsame Eigenzustande gibt. Das heifit die Eigenenergien
sind identisch.

5.15.4 Der Aharonov-Bohm-Effekt

Wir betrachten Elektronen, die sich in einem einfach zusammenhingenden Gebiet ()
aufhalten kénnen, in dem ein Magnetfeld B verschwindet. Auflerhalb von €2 kann aber
auch B # 0 gelten. Also ist V x A = 0 in €2 und somit ldsst sich A als Gradientenfeld
schreiben:
A=Vnx) < nx)=[ A-d
X0
Wir fassen y(x) = —n(x) als Eichtransformation auf. Das heifit, dass A’ = 0 gilt. Daher
ist der Hamiltonoperator (5.59) unabhéngig von A’ also auch unabhéngig von B. Das
bedeutet fiir die Wellenfunktion:
o) = v'(x)exp (- ["A-dl)
he X0
Wenn aber ) nicht einfach zusammenhingend ist, dann erhalten wir gemafl dem
Stokesschen Integralsatz:

fA-dl:/SB-dS:;@(B),

mit dem magnetischen Fluss . Trennen wir aber das Gebiet an einer Stelle so ab, dass
es einfach zusammenhdngend wird (einfach zu iiberlegen am Kreisring), so kann man das
Vektorpotetnial wieder ,,wegeichen®. Dabei wihlt man als Enwicklungspunkt fiir A einein
Punkt xy auf der Trennwand. Nahert man sich von beiden Seiten dieser Trennwand an,
so gilt aufgrund der Stetigkeitsbedingung:

h(xq) = 1(xq)

Ohne Trennwand muss die Wellenunktion aber eindeutig sein, weshalb folgt:

_ _ ie [%o
o) = vlo5) = v) = vy [ a-al)
Xo
Was sich aber umschreiben lasst zu:
(B
W) =¥ (x5 ) exp (—m ( )) ,
Do
wobei &g = hc/e das Flussquantum ist. Also ist die Wellenfunktion auch in dem

Bereich ohne Magnetfeld nicht unabhingig von dem Magnetfeld auflerhalb. Man
kann dies mithilfe des Doppelspaltexperimentes durch Verkniipfung mit einem Magnetfeld
auch experimentell iiberpriifen.
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5.16 Ununterscheidbare Teilchen

Wir betrachten zwei Teilchen mit identischen Eigenschaften (Masse, Ladung, Spin, La-
dung, usw.), wie z.B. zwei Elektronen mit der klassischen Hamiltonfunktion:

2, 2 2
pitp €
H(x1,p1,X2P2) = 12m * + M —xg]

e(d(x1 + o(x2))

Klassisch ist also die Hamiltonfunktion invariant unter der Vertauschung der Teilchen. Ein
klassisches Teilchen kann man aber immer anhand der Trajektorie von anderen unterschei-
den, da diese deterministisch verlauft. Sind die Anfangszustande x;/, und p;/2 bekannt so
kann die Bewegungsgleichung mathematisch eindeutig integriert werden. In der Quanten-
mechanik ist hier also der Hamiltonoperator invariant unter der Vertauschung zweier Teil-
chen. Das bedeutet fiir die Wellenfunktion ebenfalls eine Symmetrie ¢(1,2) = £1(2, 1),
wie wir spater sehen werden. Damit ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit invariant unter
der Vertauschung zweier Teilchen. Man kann also durch kein Experiment die Teilchen
voneinander unterscheiden, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ja beiden Teilchen si-
multan beschreibt. Daher war es bereits vorher so wichtig zu betonen, dass zwei Teilchen
unterscheidbar sind.

Mathematische Beschreibung

Um die Teilchen vollsténdig zu beschrieben miissen wir das Tensorprodukt:
HlQ = (HBahn,l ® HSpin, 1) & (HBahn,Q X HSpin, 2)

Wir kiirzen die Zustandsbezeichnung |x;, m,,) mit |§;) ab. Die Produktzustiande lassen
sich also kurz schreiben mit:

’X17m31> ® ‘X17m81> = ’X17m817x27m82> = ‘517€2>

Eine beliebige Wellenfunktion lasst sich also durch:

¢(€17€2) = <€17£2 W})

darstellen. Aus der Annahme, dass die Teilchen (bis auf die Nummerierung (1)/(2)) iden-
tisch sind folgt, dass die Basis von H; gleich der Basis von Hs ist. Diese bezeichnen wir
mit |i1/2) bzw. |j). Das ermdglicht die Entwicklung:

1) =D auslin) @ |j2)
2%
Permutationsoperator

Wir definieren den Permutationsoperator P, der die Zustédnde der Teilchen vertuscht:

Puolyp) =~ aujlin) @ i)

ij

Es ist klar, dass sz = 1 und das P;» das Skalarprodukt erhélt, also P1T2P12 = 1. Also ist
P,5 selbstadjungiert und unitiar und hat deshalb, wie der Partitédtsoperator nur die
Eigenwerte £1. Die Eigenvektoren sind also in der Spinortsdarstellung:

(€1, | Piav) = (&2, & 1Y) = ¥(&, &),
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also die beziiglich der Teilchenvertauschung (anti)symmetrischen Spin- Ortswellen-
funktionen. Wir bezeichnen sie mit 1g(&;, &) und 9 4(&;,&). Die Transformation einer
Observable (bzw. eines beliebigen Tensorproduktes zweier Operatoren) durch den Permu-
tationsoperator erhélt man zu:

Pi,(A®B)P, = (B®A)

5.16.1 Zustand ununterscheidbarer Teilchen

Zwei ununterscheidbare Teilchen werden also durch eine Wellenfunktion beschrieben, die
sich durch Anwendung des Permutationsoperators nur bis auf eine Phase dndert. Da
PZ =1 ist muss diese Phase +1 sein. Wir bendtigen hier ein weiteres Postulat:

Postulat 8: Identische Teilchen werden entweder durch totalsymmetrische (Bosonen)
oder durch totalantisymmetrische (Fermionen) Zusténde beschrieben. Bosonen besit-
zen ganzzahligen und Fermionen halbzahligen Spin®?.

Weiterhin sind alle relevanten Observablen des Systems symmetrisch, d.h.:

A A A

A1,2) = A@2,1) & [Pn Al=0

Der Permutationsoperator vertauscht bei ununterscheidbaren Teilchen mit dem Hamil-
tonoperator, d.h. die Symmetrie bleibt erhalten. Um zwischen symmetrischen und
antisymmetrischen Zustianden besser umgehen zu konnen definiert man die Projektions-
operatoren:

1 1
Azi(l_PH)’ 825(1+P12)

Mit den entsprechenden (nicht unbedingt bereits normierten!) Zustédnden:

[Ya) = Ald),  [¥s) = S)

Damit sind Uberlagerungen dieser Zustéinden keine Eigenzustinde des Permutations-
operators und daher fiir ununterscheidbare Teilchen nicht zulassig. Der Zustand kann
also nur entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sein.

5.16.2 Pauli-Prinzip

Eine leichte Folgerung ist das Pauli Prinzip:

Pauli-Prinzip: Zwei Fermionen kénnen nicht gleichzeitig im selben Einteilchenzustand
sein.

Der Einteilchenzustand ist hierbei |¢)) € H; ® Hs. Der Produktzustand eines Fermio-
nensystems ist damit:

[9a) = A1) ® 929) = 5 (1, 92) = [, 42)) = 0

was zU zeigen war.
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5.16.3 Ununterscheidbare Teilchen

Fir N ununterscheidbare Teilchen ist der Hilbertraum:
H=H1QH: X ... HN
Mit den Tensorproduktzustanden:

’i17j27 7qN> = |Zl> ® ’j2> ®..® |qN>

Transpositionen
Eine Transposition P, (n # m) ist eine Permutation des m-ten mit dem n-ten Teilchen:
Pmn|2.17 "'7jm7 o5 Py ey QN> = |i17 o5 Pmiy "'7jn7 as) qN>

Hierbei sind die Buchstaben die Zustande und die Zahlen die Teilchen. Wir bezeichnen
verschiedene Typen von Zustianden:

o Totalsymmetrisch: P, |ts) = |¢s) ¥ (m,n), m#n
o Totalantisymmetrisch: Pp,,|ta) = —|ta) V (m,n), m #n
Beliebige Permutationen P, bilden geméf3
Poliv, ja, o aN) = lio(1)s Jo(2)s -+ Qo())

Es ist klar, dass sich jede Permutation als (nicht eindeutige) Verkettung von Transposi-
tionen P,,, beschreiben lésst. Dabei ist nur eindeutig, ob die Anzahl der Transpositionen
gerade oder ungerade ist. Daher bezeichnet man die Signatur einer Permutation mit:

() +1 falls o gerade ist
sgn(o) =
8 —1 falls o ungerade ist

Daraus folgt:
Folps) = lbs) . Polba) = sgn(o)[va)

Die Projektionsoperatoren werden dann entsprechend mit der Summe tiber alle Permuta-
tionen definiert, sodass die Zustande total (anti)symmetrisch sind:

[vs) = ZPWJ [Ya) = ngn )Ps|1) (5.60)

Relevante Observablen sind dann totalsymmetrisch:

A, P,]=0 Yo
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5.16.4 Eigenschaften von nicht wechselwirkenden ident. Teil-
chen

Fiir N nicht wechselwirkende Teilchen ist der Hamiltonoperator des Systems einfach als
die Summe der einzelnen Hamiltonoperatoren gegeben. Im zeitunabhéngigen Fall erhélt
man aus den Losungen der einzelnen Schrodingergleichungen als Produktzusténde:

Do (§1)Pas (52)'~90a1v (€n)

Zur Gesamtenergie € = €,, + ... + €4, . Diese Zusténde sind allerdings zunéchst nicht (an-
ti)symmetrisch und beschreiben daher keine ununterscheidbaren Teilchen. Gemé8 (5.60)
erhélt man die korrekten Zustdnde. Fiir die Antisymmetrischen Zustédnde kénnen wir dies
auch mittels der Slayter-Determinante ausdriicken:

1 P (51) e Py (&V)

Ya(&,.En) = N

on(€)  pan(Ex)

Das Pauli Prinzip fiir N Teilchen ergibt sich also durch das verschwinden dieser Deter-
minante falls @, (§) = ©q,(§) fir i # j. Die Determinante einer Matrix mit 2 linear
abhéngigen Spalten oder zwei gleichen Zeilen verschwindet.

5.17 Viel Elektronen Atom

Der Gesamthamiltonoperator ist gegeben durch:

N a2 N .2 2
p? Ze e
H= E — E + E -
m2me I T o [%i — %

Leider ist die Vernachlassigung des Wechselwirkungstermes keine gute Naherung, weshalb
man auch keine zeitunabhéngige Storungstheorie anwenden kann. Das Verhaltnis zwischen
dem Stoéroperator und dem Hauptpotenzial wire von der Grofe 1/4.

Naherung durch Abschirmung
Zentralfeldmethode

Wir betrachten in erster Naherung die Wirkung der Z — 1 anderen Elektronen auf das ein-
zelne Elektron als reine Abschirmung von Kernladungen. Eine Zutreffende Beschreibung
dieser Abschirmung ist allerdings ebenfalls nicht trivial. Man konstruiert solche Potenzia-
le mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte der Elektronen, die allerdings wieder von
der Losung der Schrodingergleichung abhéngt. Ein solches Problem muss also selbstkon-
sistent sein. Wir bezeichnen dieses Potenzial als V_.(7;). Mittels dieser Potenziale erhalt
man also einzelne Schréodingergleichungen fiir die Elektronen. Betrachtet man das System
also mit diesem Potenzial kann man den Operator:

R e

i=1 T 1<j

= > Ve(#)

|Xz - X]| i=1
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als Storung betrachten. Die Schrodingergleichungen zu V. erhalten den Drehimpuls, wes-
halb [ weiterhin eine gute Quantenzahl ist. Die Energieeigenwerte hingen aber im Allge-
meinen von n und [ ab. Man kann aber immer n so voraussetzten, dass [ < n — 1 und
die Energie mit groflerem [ und n wéchst. Mit dem Spin und der Quantenzahl m ergibt
sich die Energieentartung einer festen (n,[)-,Schale® zu 2(22 4 1), sodass die Gesamtent-
artung eines Zustandes n 2n? ist. Mit dieser Betrachtung kann man die Struktur der
Atombhiille erkldaren. Die Energie ist einfach durch die Summe der Energie der einzelnen
Schrodingergleichung gegeben.

Einfluss der Storung

Wir betrachten nun die Stérung von Vi auf die Energie. Vi kommutiert, ebenso wie Hy,
mit dem Gesamtdrehimpuls und dem Gesamtspin. Hierbei ist wichtig zu erwédhnen, dass
der Term:

1

]

kommutiert, da bei einer Rotation der Abstand |x; — x;| konstant bleibt. Somit diagona-
lisiert die Basis |u, L, S, M, M) mit zusétzlichen Elementen p den Operator V;.
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Kapitel 6

Statistische Physik

6.1 Einfiihrung und Grundlagen

6.1.1 Fragestellung der statistischen Physik

Gegenstand der statistischen Physik sind Systeme mit einer sehr hohen Anzahl an Frei-
heitsgraden. Ein solches System nennt man makroskopisch. Freiheitsgerade konnen
z.B. einfach die Bewegungsfreiheitsgrade einer Anzahl an Teilchen in einem Gas oder die
atomaren Spins der Teilchen in einem Ferromagneten sein. Die Groflenordnung ist ver-
gleichbar mit der sog. Avogadrozahl N4 ~ 6.02-10%* mol™ ', die besagt, wie viele Teilchen
in einem sog. Mol Stoffmenge enthalten sind.

Das Ziel hierbei ist die physikalischen Eigenschaften von solchen Systemen ausgehend
von den mikroskopisch exakt bekannten Gesetzen zu verstehen. Dabei sind von Interesse:

 Gleichgewichtseigenschaften (z.B. Warmekapazitat)
« Transporteigenschaften (z.B. elektrische oder auch Wérmeleitfdhigkeit)

o Beziehungen zwischen verschiedenen makroskopischen Grofien (z.B. ideale Gasglei-
chung, Phasendiagramme)

o Phasenzustinde (z.B. Gas-Fliissigkeit, magnetische Ordnungen)

o Emergenz von Phianomenen und Eigenschaften auf der makroskopischen Erfahrungs-
ebene
= Erklarung sog. ,,makroskopischer* Phénomene, wie Supraleitung und Magne-
tismus

Die Behandlung von Systemen auflerhalb des thermischen Gleichgewichtes ist deutlich
schwieriger und nicht Teil dieser Vorlesung. Wie noch besprochen werden wird, werden
alle hier behandelten Prozesse sog. quasi statische Prozesse sein, d.h. als eine ,langsame*
(das ist natiirlich relativ) Abfolge von Gleichgewichtszusténden betrachtet.

6.1.2 Methodik der statistischen Physik

Einfithrend werden hier einige wichtige Begriffe erlautert, die von zentraler Bedeutung
sind. Man unterscheidet zwischen dem Mikrozustand:
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o klassisch: Orte und Impulse aller Teilchen

 quantenmechanisch: Wellenfunktion |¢)
und dem Makrozustand:

o Satz von makroskopischen Groflen, wie Druck, Temperatur, Volumen, Konzentra-
tionen usw.

eines Systems. Hierbei konnen entsprechend verschiedene Mikrozusténde zu ein und dem-
selben Makrozustand fithren. Bei der Vorhersage von Messgrofien wird eine (gewichtete)
Mittelung (Erwartungswert) tiber alle diese Mikrozustédnde vorgenommen.

Statistisches Ensemble:

Die Gesamtheit der zu einem Makrozustand passenden Mikrozustanden und ihre Ge-
wichtung bezeichnet man als statistisches Ensemble. In der klassischen Mechanik
wird dieses Ensemble durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(q, p,t) und in der Quan-
tenmechanik durch eine Kombination aus Moglichen Zustédnden |t);) und der Wahr-
scheinlichkeit p; fiir ihr Auftreten beschrieben.

Die erste Aufgabe wird also sein das Ensemble des Systems statistisch zu charakterisie-
ren. Die Notwendigkeit diese statistische Beschreibung vorzunehmen entsteht aus unserem
Mangel an Information tiber das System.

Unangenehm ist, dass aus diesen Mittelungen eben auch statistische Unschéarfen (Vari-
anz) resultieren.! Fiir die meisten statistischen Systeme ist die Anzahl der Freiheitsgrade
N allerdings sehr grof}, im Grenzfall unendlich (man nennt dies auch den thermodyna-
mischen Grenzfall). Dadurch schrumpft die Streuung der Mittelwerte von Messgrofien
typischerweise mit oc 1/ Vv/N. Man nennt dies auch das Gesetz der grofien Zahlen,
welches aus dem zentralen Grenzwertsatz resultiert.

6.1.3 Statistische Methoden und Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten im Folgenden eine reelle kontinuierliche Zufallsvariable X, mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte (Verteilungsfunktion) W (z).? Zunéchst drei Anmerkungen zu bisher
u.U. weniger bekannten Begriffen und zur Notation:

o Momente der Verteilungsfunktion:
pn =(X"), n€Ny (o=1, = (X))
o Die Standardabweichung wird hier als AX bezeichnet. Dabei gilt:
AX? = ((X = (X))?) = (X?) — (X)?.
e Die Wahrscheinlichkeitsdichten bekommen nur einen Index, wenn nicht klar ist,

welche Dichte zu welcher Zufallsvariable gehort. Selbiges gilt fiir Mittelwerte und
Varianzen.

!Diese Unschérfe hingt nicht mit der Heisenbegschen Unschirferelation zusammen, sondern ist eine
Konsequenz der statistischen Beschreibung, die auch in der klassischen Betrachtung auftritt.

2Die aus den Vorlesungen Héhere Mathematik IIT und Theoretische Physik IIT Begriffe (Mittelwert
usw.) und Anforderungen an eine solche Zufallsvariable und ihre Verteilungsfunktion (Normierung) wer-
den hier nicht erneut eingefiihrt.
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Charakteristische Funktion

Die charakteristische Funktion einer Verteilung ist definiert als

(k) = / dz e "W (z) = (e~ke) .

Aus der charakteristischen Funktion erhdlt man durch Riicktransformation wieder die
Wahrscheinlichkeitsdichte:
dk .
%% — v ikx k
(0) = [ 5 X

Die Charakteristische Funktion ist offenbar einfach die Fourier-Transformierte der Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Die Taylorentwicklung der charakteristischen Funktion lasst sich
leicht durch die Momente der Verteilung ausdriicken:

n

x(k) = i; <_i]f)n L

Man kann also durch Angabe der Momente der Verteilung die Wahrscheinlichkeitsdichte
rekonstruieren.

Kumulanten-Entwicklung

Man kann zeigen, dass die charakteristische Funktion auch durch

n!

ausgedriickt werden kann, wobei die Entwicklungskoeffizienten auch Kumulanten ge-
nannt werden. Hierzu nimmt man eine Taylorentwicklung des Logarithmus der charakte-
ristischen Funktion vor. Bis n = 3 gilt:

Cr=(X), C=(X")—(X)*  C3=(X)=3{X")X)+2(X)°
Bei einer Verschiebung der Zufallsvariable: Wy (y) = Wx(y — ¢) dndert sich nur die
erste Kumulante C} = C¥ + ¢!
Diskrete Zufallsvariablen

Man kann aus der Beschreibung der kontinuierlichen Zufallsvariablen sofort auf die Be-
schreibung der diskreten Zufallsvariablen zuritickschlieen, indem man sich der §-Distribution
bedient. Ist X also eine Zufallsvariable, die nur die Werte &; mit den Wahrscheinlichkeiten
p; annimmt, so kann man sie durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte:

Wx(ﬂf) = ZPHWU - fi)

beschreiben.
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Multidimensionale Zufallsvariablen

Bekannt sind ebenfalls bereits n-dimensionalen Zufallsvariablen X = (X7, Xs, ..., X},), mit
Wahrscheinlichkeitsdichten W (x). Wir definieren die Kovarianzmatrix als:

Ky = (X0 = (X)) (X; = (X)) = (X X;) = (X)(X;).

Falls K;; = 0, © # j, so heiBen X; und X; unkorreliert. Fiir den Fall, dass fir die
Wahrscheinlichkeitsdichte gilt: w(x) = w;(x;) - w' ({xk, k # i}), so ist die Variable X; un-
abhingig von allen anderen Variablen. Zudem verschwindet die Korrelation. Umgekehrt
gilt dies nicht!

Wahrscheinlichkeitsdichte einer Funktion

Sei F'(x) eine reellwertige Funktion eines Zufallsvektors X. Dann kann man auch die
Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass der Wert der Funktion F' an der Stelle x zu dem
vorgegebenen y passt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir F' lautet dann:

we(y) = [ dwwx(x) 6(F(x) —y) = (5(F(x) ~1)).

Man kann dies auch formal mittels der Charakteristischen Funktion tiber die Momente von
wr, also (F™),, beweisen. Anschaulich kann man sich dies folgendermaflen klarmachen:
Die Frage lautet: ,Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit F'(x) = y zu messen, wenn x
gemaf wx (x) verteilt ist?* Die Delta-Distribution greift nun genau den x-Wert und seine
Wahrscheinlichkeit ab, bei dem dies zutrifft. Bei solchen Rechnungen ist die Rechenregel:

Sgla)) = 3 15 =)

o 19'(@)]
fiir die Delta-Distribution wichtig. Dabei sind z; die n Nullstellen von g(z).

Der Zentrale Grenzwertsatz

Seien X7, ..., X vollstdndig unabhéngige Zufallsvariablen, gleicher, aber unabhéngiger
Wahrscheinlichkeitsdichte @, d.h.

w(x1, T2, ..y Tn) = W(21) - W(22) - ... » W(TN)
mit endlicher Varianz. Dann hat:

eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die fiir N — oo die Form einer Gauf3’schen Normal-
verteilung:




Dabei ist (Y) = N-(X) und AY = v/ NAX. Dadurch ergibt sie die relative Unschérfe
zu:

AY 1 AX

¥y VNX)

Dies ist genau das ~ 1/v/N-Verhalten des Thermodynamischen Limes.

6.1.4 Ensemble in der klassischen Mechanik

In der klassischen Mechanik beschreiben wir ein N-Teilchen System mittels der verall-
gemeinerten Koordinaten ¢; und Impulsen p;, wobei im Folgenden der 3 dimensionale
Raum besprochen wird - also ist z.B. ¢; = (24, v:, 2;) usw. Der diskutierte Phasenraum
I' ist also 6/N-dimensional. Wir bezeichnen im Folgenden die Impulse und Koordinaten
mit ¢ und p ohne Vektorpfeil. Gegeben sind nun makroskopische Informationen iiber
das System, wie z.B. Volumen oder Energie. Der Mikrozustand, also genau ein Punkt
im Phasenraum, kann aus diesen Makroskopischen Grofien nicht eindeutig festgelegt
werden. Daher:

= Betrachte ein sog. Gibbs’sches Ensemble, das den gegebenen Makrozustand re-
prasentiert und gewichte die verschiedenen Punkte im Phasenraum geméf einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(q, p,t) auf diesem Phasenraum.

Bei diesem Vorgehen ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Ensemble zur
Zeit t im Phasenraumelement dg dp befindet:

3N 3N
p(a;p,t) [T dai [T dpi := p(q, p,t) dT.

=1 i=1

:=dq =dp
Die offene Frage ist nattirlich: Welche Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt die ge-
gebene physikalische Situation (Makrozustand)?
Die Erwartungswerte von Messgrofien bestimmt man dann entsprechend durch die
Mittlung:

(4) = [ dr Alg.p.t) pla.p.1).

wobei I der Phasenraum ist.

Bewegungsgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichte

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(q, p, t) lasst sich aus den Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen

B o0H N o0H
B Op; 7 bi 0g;

i
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eine Bewegungsgleichungen herleiten. Betrachten wir zwei Trajektorien zu gegebenen
Startwerten ¢o und py und bezeichnet sie mit ¢(t|qo, po) und p(t|qo, po). Die Wahrschein-
lichkeitsdichte zum Zeitpunkt tq ist dann durch p(to, go, po) := po(qo, po) gegeben. Dann
gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte zum Zeitpunkt ¢:

p(t.q.) = [ daodpo po(d0,P0) 8(q = a(t. 40.P0)) 6(p = p(t: 0. o) -

Dies kann man sich auf dieselbe Art und Weise, wie bei der Wahrscheinlichkeitsdichte einer
Funktion, erkldren: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Trajektorien ¢(t|qo, po)
und p(t|qo, po) genau in die Punkte ¢ und p laufen? Dieses héngt aber aufgrund des
deterministischen Charakters der klassischen Mechanik nur von den Startwerten ¢y und
po ab. Alle ,passenden Startwerte werden dann durch die Delta-Distributionen isoliert.
Bestimmt man die Zeitableitung dieser Gleichung erhélt man nach einiger Rechnung die
sog. Liouville-Gleichung:

@__Z OH 0p  OH Op
ot — | Opi 0q;  Oq; Op; '

In der Poisson-Klammer Notation:

[0 99  Of dg
{f.9} = ; lapi dq; g, apz‘]

ergibt sich also die kompakte Form:

Liouville-Gl.: (Zi =—{H,p}. (6.1)

Eine alternative Formulierung betrachtet das Vektorfeld v = (¢, p)? als einen diver-
genzfreien Fluss im Phasenraum. Das Vektorfeld v verhalt sich also wie die Stromung
eines inkompressiblen Fliissigkeit. Die Liouville Gleichung entspricht dann der Kontinui-
tatsgleichung dieses Flusses:

9 . B
E—i— div (vp) =0.

Man kann mit der Liouville Gleichung leicht zeigen, dass die totale Zeitableitung ent-
lang einer Trajektorie des Systems verschwindet:

d
— ) =0.
dtﬂ(q,p, )

Betrachtet man eine Anzahl dN an Elementen des Ensembles innerhalb eines Volumens
dl'y, die sich nach der Zeit ¢t in dem Volumen dI' befinden, dann ergibt sich aus der
Erhaltung der Dichte:

AN _dN

av _ 4y dr = dr
ar, _ar 0

Dies nennt man auch das:
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Liouville Theorem: Unter der Zeitevolution bleibt das Phasenraumvolumen einer
Schar, d.h. einer Menge von ¢ und p, konstant.

6.1.5 Ensemble in der Quantenmechanik

Reines Ensemble

Wir betrachten ein System in einem ,reinen”, normierten Zustand |¢) eines Hilbertraumes
‘H. Der Erwartungswert eine Observablen X ist dann

(XD = (¥ [X]¥)

Man kann dies auch durch einen auf |¢) projizierenden Operator darstellen. Diesen nennt
man auch Dichtematrix oder statistischen Operator:

Dichtematrix: p =) (Y.

Dieser ist offenbar selbstadjungiert. Den Mittelwert einer Observable X kann man dann
auch durch die Spur von pX bestimmen. Seien die Zustdnde |m) eine vollstandig, ortho-
normale Basis des H, dann ist:

Spur (pX) := Y _(m|pX|m) =3 (m ) (¢ |X|m) = (¥ |X|¢)) = (X).

m m

Hierbei wurde die Zerlegung der 1 durch die |m) verwendet und im vorletzten Schritt
wurde dies zur Darstellung des Operators X in der Basis |m). Insb. gilt daher mit X = 1:

Spur (p) =1.

Es gibt offenbar eine spezielle Art von Zustanden [¢), die wir noch charakterisieren moch-
ten:

Reiner Zustand: Fiir einen Reinen Zustand gilt p = p? und es gilt Spur (p?) = 1.

Ein Zustand ist also ,rein“, wenn er ein exakt bekanntes, normiertes Element des H
ist. Wenn sich alle Mitglieder eines Ensembles im gleichen Zustand |¢)) befinden, spricht
man daher auch von einem reinen Ensemble, also letztlich ein Ensemble mit nur einem
Element.

Reales Ensemble

Betrachtet man nun den (realistischeren) Fall, dass nur der Makrozustand des Systemes
bekannt ist, so missen wir das System durch mehrere mégliche Zustande [¢;), die jeweils
mit der Wahrscheinlichkeit p; vorliegen beschreiben. Man kann dann nicht mehr unein-
geschrankt direkt einen Zustand angeben, sondern muss komplett zur Betrachtung der
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Dichtematrix iibergehen. Nattirlich muss die Normierungsbedingung > p; = 1 erfiillt sein.
Der Erwartungswert einer Observablen lautet dann:

(X) = > putw X

Wir betrachten also ein gemischtes Ensemble. Die Zusténde sollen zudem nicht parallel
sein, also sich nicht nur um eine Phase unterscheiden. Analog zum reinen Fall konnen wir
auch hier wieder eine Dichtematrix (eines gemischten Zustandes) definiert:

Allg. Dichtematrix:  p =Y p;|;) (¢]

und auch hier gilt damit wieder
(X) = Spur (pX) = Spur (p) = 1.

Da p; € R ist p wieder selbstadjungiert. Allerdings ist im echt gemischten Fall (]);) nicht
parallel) p # p? und daher auch Spur (p?) # 1. Man kann allerdings zeigen:

Spur (,02) <1.

Man kann somit anhand der Spur von p? priifen, ob ein reiner oder ein gemischter Zustand
vorliegt:

o\ |=1 < reiner Zustand / Ensemble
Spur (p ) .
<1 < echt gemischter Zustand / Ensemble

Des Weiteren ist p ein positiv definiter Operator. Es existiert aufgrund der Selbstad-
jungiertheit eine vollstandig orthonormierte Basis des H aus Eigenvektoren {|m)},, von

p.

Bewegungsgleichung der Dichtematrix

Wie im klassischen Fall kann man eine Bewegungsgleichung fiir p herleiten. Angenommen
p sei zur Zeit to durch p(to) = > pilvi(to)) (¥i(to)| gegeben. Jeder einzelne Zustand des
Ensembles (bzw. eben in p) entwickelt sich gemé der Schrodingergleichung H ;) =
ihoy;)y = —iho(¢;| = H(y;|. H ist hierbei der Hamilton-Operator des Systems.
Dadurch erhélt man die sog. von Neumann-Gleichung;:

von Neumann-Gl.: ihgtp(t) = [H, p] (6.2)

Aus der formalen Lésung der Schrodingergleichung |o(t)) = U(t, to)|@(to)) erhélt man
zudem direkt die Losung:

p(t) = U(t, to)p(to)U (¢, to)
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Die Wahrscheinlichkeiten p; werden hier nach Konstruktion als nicht zeitabhangig be-
trachtet. Sie beschreiben entsprechend die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System zu
Beginn im Zustand |¢;) befand. Unter Zyklischer Vertauschung in der Spur:

Spur (ABC') = Spur (BC'A)

kann man den Erwartungswert einer Observablen X auch durch die Heisenberghilder von
X und p darstellen, wobei pf = p(ty) und X (t) = UTXU:

(X)(t) = Spur (p" X" (1)) .

Dichtematrix eines Teilsystems

Betrachtet man ein quantenmechanisches System mit einem Hilbertraum H und zerlegt
ihn in ein Tensorprodukt H = H4 ® Hp so wird ein beliebiger Zustand |¢)) durch eine
Linearkombination:

|y = Z Crm|An) ® |[Bm) = ZC’nm|An>|Bm>

beschrieben, wobei entsprechend |An) eine vollstandig orthonormierte Basis des H 4 ist
(analog fiir Hp). Entsprechend ist hier die Dichtematrix dieses reinen Zustands definiert:

P = Z Cn/m/C://m//|An,> <An//| X |Bm/> <Bm//|

n'm/n''m’

Betrachtet man einen Operator, der z.B. nur auf dem Teilhilbertraum H,4 wirkt, also
X = X4 ®1p, so ergibt sich aus der Spur:

(X) = Spur (pX) = 3 3" (An|(Bm|(p(X 4 ® 15| An)| Bm)

=) (An| ( > CoumCinp|AN) (An”\) X 4|An) = Spur (paX4)

m,n’'n'

=pa

Man nennt hierbei p4 auch die reduzierte Dichtematrix. Diese kann man auch aus-
driicken durch:

pa=Trp(p) = (Bm|p|Bm)

m

Anhand der obigen Struktur wird deutlich, dass p4 i.A. nicht die Dichtematrix eines
reinen Zustandes ist. Nur in dem Fall, dass sich |¢) als Produktzustand von Anteilen
aus dem Hilbertraum H 4 und H g in der Form |¢)) = |14)|1p) angeben lasst, ist p4 ,rein.
Man spricht auch von quantenmechanischer Verschrankung, wenn sich der Zustand eben
nicht als direktes Produkt schreiben lésst.
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Verschrankung: Selbst wenn das Gesamtsystem in einem reinem Zustand vorliegt,
tritt bei der Reduktion auf ein Teilsystem bei Vorliegen von Verschrankung eine Un-
sicherheit {iber den Zustand in diesem Teilraum auf.

6.2 Gleichgewichtsensemble

Wir wollen uns im Folgenden auf die Beschreibung makroskopischer Systeme in einem
Gleichgewichtszustand konzentrieren. Das bedeutet fiir die Dichtematrix:

Gleichgewichtszustand: E)atp =0.

Sowohl im klassischen Fall ({H, p} = 0) als auch im quantenmechanischen Fall ([H, p] =
0) bedeutet dies, dass p durch Erhaltungsgroflen charakterisiert ist. Dies bedeutet nicht,
dass das betrachtete System komplett statisch ist.

6.2.1 Mikrokanonisches Ensemble

Wir betrachten ein vollsténdig isoliertes System in einem gegebenen Makrozustand
im Gleichgewicht mit

Situation im mikrokanonischen Ensemble:
o eciner fixen Anzahl N aus identischen Teilchen
e ecinem festen Volumen V

o einer auf makroskopischer Skala scharf bekannten Energie.

Der letzte Punkt bedeutet, dass die Energie innerhalb eines Bereiches [E, E 4+ AE], wobei
AFE << FE bekannt ist, wobei im Intervall durchaus viele Mikrozustinde liegen kénnen.
Diese Breite gewéhrleistet, dass insbesondere auch in quantenmechanischen Systemen
eine makroskopische Anzahl an Mikrozustanden vorhanden ist, die betrachtet werden
kann. Da hier also Volumen, Teilchenzahl und Energie vorgegeben sind, nennt man das
mikrokanonische Ensemble auch das FVN-Ensemble.

Klassische Systeme

Klassisch fiihrt dies auf eine Hamiltonfunktion H(q, p), fur die gilt: H(q,p) € [E, E+AFE].
Zudem soll die explizite Form von H(q, p) bereits die Bedingungen an N und V' bertick-
sichtigen. Dementsprechend sind alle Mikrozustande (q,p) erlaubt, fir die H(q,p) im
Energieintervall liegt. Es gibt keinen Grund bestimmte Mikrozustéinde stéirker zu gewich-
ten als Andere. Man nennt dies auch das Prinzip des Least-Bias®. Daher gilt fiir die

3Englisch: Bevorzugung = bias
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Mikrokanonische Verteilungsfunktion:

(6.3)

{Const., E<H(q,p) < E+AF
pPMC = .
0, sonst

Der Wert der Konstanten ergibt sich aus der Forderung nach der Normierung der Funk-
tion:

/dFPMC =1
T

Das Phasenraumvolumenelement dI' ist aus der klassischen Mechanik nicht begriindbar,
sondern ergibt sich aus dem Grenzfall der Quantenstatistik:

dr dq;...dgsny dp;...dpsn ,

1
B3NN

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum ist.

o Dabei fiangt h die Einheiten von ¢ und p ab. Es kann aber auch als Phasenraum-
volumen, welches jedem Teilchen zugeordnet ist, interpretiert werden, analog zur
Heisenbergschen Unscharferelation.

o Der Faktor N! kiirzt die Permutationen, die aus quantenmechanischer Sicht auf-
grund der Ununterscheidbarkeit der Teilchen zu ein und demselben Mikrozustand
gehoren. Diese Ununterscheidbarkeit folgt rein praktisch auch klassisch daraus, dass
ja eben nicht jede Trajektorie einzeln nachverfolgt wird. Sind die Teilchen unter-
scheidbar (z.B. weil sie auf einem fixen Kristallgitter sitzen und somit anhand ihres
Ortes unterschieden werden konnen) so fillt dieser Faktor weg!’

Um die Konstante zu bestimmen, betrachten wir zunachst die Anzahl der Zustidnde mit
Energien kleiner als E:

Phasenraumvolumen: QE) = / dI'O(F — H(q,p)).
r

Dies nennt man auch einfach das Phasenraumvolumen. Dadurch ist

Zustandsdichte: D(E) = E?Qa(ff’) = /rdF J(E —H(g,p)) (6.4)

entsprechend ein Maf} fiir die Dichte der Mikrozusténde mit Energie &/ und wird Zu-
standsdichte genannt. Aus einer Taylorentwicklung erhélt man die Anzahl der Zustande
im Intervall [E, E + AE):

O(E,AE) = Q(E + AE) — Q(E) ~ D(E)AE.

4Man nennt dies auch den Gibbs-Faktor, den J.W. Gibbs bereits vor der Entwicklung der Quanten-
mechanik einfiithrte.
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Aufgrund der Gleichverteilung erhélt man also:

=1 E<H(gp <E+AE
PrC = {Q(E7AE) D(E)AE ( ) . (65)

0, sonst

Man nennt Q(E, AE) auch die Mikrokanonische Zustandssumme.

Das klassische Ideale Gas

Betrachten wir ein ideales Gas, also ein Gas in dem die Wechselwirkungen zwischen den
Molekiilen fiir die Energiebilanz vernachlissigbar klein sind®. Die Hamiltonfunktion ist:

H = Z =+ Vivand
i=2m

wobei Viyvana €in Potenzialtopf ist. Dieser Potenzialtopf fithrt dazu, dass die rdumlichen
Integrale in Integrale iiber das Volumen V iibergehen, da die Energie auflerhalb diver-
giert also nicht mehr im Intervall [E, E + AFE] liegen kann. Die Zustandsdichte kann hier
durch Q(E) bestimmt werden. Um die Zustandssumme zu berechnen, muss ein hochdi-
mensionales Integral tiber O(F — H(p)) gelost werden. Da H nur aus Quadraten von p;’s
besteht, ist dieses Integral das Volumen einer 3N dimensionalen Kugel. Allgemein gilt fiir
das Volumen einer d-dimensionalen Kugel mit Radius R:

. a /2 Rd
Vol(d-dim. Kugel :/d:c@(R— x>:
( gel) ; T(d/2+1)

Die Kugel im Impulsraum hat den Radius 2mFE und somit erhalten wir:

3N/2

_ 1 s
Q(E,N,V) = AP /L ——
(ENV)=gavmV CmE) N m )

mit der

Gamma-Funktion:

['(z) = /OOO dtt*te ",
I'(z+1) =2I'(2), [(1/2) = V7, I'(n)=(mn—-1)!neN.

Wir wollen nun den

Thermodynamischen Limes: Wir betrachten 5ein System in dem Formal gilt: N,V —
oo bei V/N = const gilt.

5Ganz ohne Wechselwirkungen wiirde sich allerdings kein Gleichgewicht einstellen!

185



untersuchen. Daher verwenden wir die sog. Stirling-Formel fiir grofie z:

Stirling;: ['(z+1)~ e *V2rz, n! ~ n"e "V2mn

Damit erhalt man:

_ ArmEN 3?2
Q(E) = exp [N -In (]‘\/[ < 27;:;1]\/' ) 65/2> + O(In N)]

Im thermodynamischen Grenzfall kann man den Term In N gegen den in N linearen Term
vernachlassigen. Damit erhélt man fir grofle N die Zustandsdichte:

3 (VAN sdmm EN\3N? ENTY )
D(E)z<N> <3h2 N) PN/ (N) , fir N>>1. (6.6)

V/N ist entsprechend das spezifische Volumen und E/N die spezifische Energie.
Bei einem homogenen System ist somit bei gegebener Energiedichte E/V auch E/N =
const.. Durch expliziten Vergleich aus den Gleichungen fiir die Zustandsdichte und fiir
Q(E) in der Naherung (hier nicht explizit angegeben) erhlt man:

In(Q) =In(D(E) - AE) = In(Q(E)) + O <1n (EA/;EV)) ,

sodass man insgesamt approximativ erhalt:

InQ(F) x N.

Die Anzahl der Zustande in einem Intervall [F, E + AFE] wéchst also im thermodynami-
schen Grenzfall exponentiell mit N und ist unabhéngig von der Breite AFE!

Quantensysteme

Wir betrachten ein Quantensystem mit dem Hamiltonoperator H und den Eigenzustanden
|n). Unsere zugehorige Dichtematrix lautet also im mikrokanonischen Ensemble wieder
unter Annahme einer Gleichverteilung der Zusténde:

Q(E,AE)’ n )
= n|T) T n
PMC Enp|><| p{O, sonst

wobei die Zustandssumme hier entsprechend einfach die Anzahl der Zustidnde im Ener-
giefenster beschreibt:

QUE,AE)= Y 1

En€|E,E+AE]

Dadurch ist Spur (pymc) normiert. Es gilt zudem:
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¢ Die Zustandsdichte lautet:

D(E) = Spur (3(8 = 1)) = Y [ b (n] (e o) = 3 0(5 — 1)

n

(13

Wobei die Darstellung des 9-,,Operators “ mittels der Fouriertransformation ver-
wendet wurde. Es werden also die zu einem vorgegebenen E passenden Zustande
abgezahlt.

o Damit gilt fir Q:
Q=Spur (O(F - H)) =Y O(E - E,)

Es werden also alle Zustande abgezéhlt, deren Energie kleiner ist als ein vorgegebe-
nes F.

Zwei Niveau-System: Spin 1/2 Paramagnet

Wir betrachten eine Kette aus N Spin 1/2-Freiheitsgraden, die an ein dufleres Magnetfeld
h. gekoppelt sind. Der Hamiltonoperator lautet unter Vernachldssigung der Spin-Spin
Wechselwirkungen:

N
1 0
H=—h,Y o7, UZ:< >
— 0 -1

Die Eigenzustinde dieses Systems sind durch die 2V méglichen Kombinationen von up
und down FEinstellungen der Einzelspins gegeben. Wir bezeichnen sie mit:

N
|o1...0N) , mit o; =+1 und E,, ., = —hZZO'i

Die meisten Energieeigenwerte sind natiirlich hochgradig entartet. Diese Entartung ist von
Interesse, da sie eben gerade die Zustandssumme und Zustandsdichte charakterisieren. Zu
diesem Zwecke geben wir ein Energiefenster [F, E + AE] vor, wobei AE ~ h,, sodass
garantiert ist, dass eine der Eigenenergien enthalt:

Q(E,AE,N) = Z:z:%7mzwk

i o=

Seien Ny die Anzahl der 1) bzw. |})-Spins. Dann ist die Energie F = —h,(N; — N_) und
die Gesamtanzahl ist natiirlich N = N, + N_. Dadurch erhalten wir umgeschrieben:

1 E
No=-(nzZ
+ 2( ¢h)

Die Anzahl der Moglichkeiten aus den N Spins N, ohne Wiederholungen auszusuchen
lautet also:
N N!
Q(E,AE,N) = = —
(B, ) <N+> N, IN_!

Das AFE im Argument von 2 lasst man haufig weg, da diese Anzahl meist (auch fiir
andere Systeme als das ideale Gas) nicht von der tatsédchlichen Breite abhéangt. Fiir Grofie
N liefert die Stirling-Formel:

Q(E,N) =exp —];[(1 —7) In (1;Y> — ];[(1 +4) In (1;7)]

wobei v = % ist.
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6.2.2 Entropie und Information

In den Beispielen haben wir die Abhéngigkeit:
InQ o N

gesehen. Wir haben also eine Grofle gefunden, die linear mit N wéchst und daher prak-
tisch zu verwenden ist. Wir charakterisieren daher ein Maf} fiir die Machtigkeit der
mikrokanonischen Zustandssumme als:

Entropie: S =kIn{

Die Wahl der Konstanten wird spéter klarer, es handelt sich um die Boltzmann-Konstante
(kp) = k =1.38-1072* J/K. Die Entropie ist also ein Ma8 fiir die Anzahl der moglichen
Mikrozustande in einem System oder auch fiir die Unsicherheit bei der Zuordnung von
Mikrozustéinden zu einem gegebenen Makrozustand®. Die Frage ist nun, wie lisst sich
diese Grofle fir andere Ensemble definieren?

Entropie fiir quantenmechanische Ensemble

Wir betrachten beispielhaft ein Quantensystem mit der Dichtematrix p. Als Maf} fiir
unsere Unsicherheit beziiglich des Systemzustandes, oder auch den Mangel an Information
iiber das System sollte eine allgemeine Form fiir die Entropie die folgenden Eigenschaften
haben:

« Semi-Positivitit: S(p) > 0 fiir alle p
e Minimum: S(p) =0 < p reiner Zustand

o Maximum: Die erlaubten Zustande sollen Orthogonal sein und spannen einen 2-
dimensionalen Unterraum auf, dann ist S maximal, falls all diese Zustdnde das
gleiche Gewicht haben mit S = kIn €.

o (Sub-)Additivitat: Besteht das System aus zwei Subsystemen A und B, so gilt
falls es keine Wechselwirkungen zwischen A und B gibt:

p=pa®pp < S(p)=>5(pa)+S(ps)
Allgemein gilt:

S(Trpp) + S(Trap) > S(p)

o Konkavitat: Die Entropie ist konkav bei der Kombination zweier Dichtematrizen
eines gegebenen Systems. Verallgemeinert wird dies zu:

S (Z /\jpj) > > A S(pj)

st Q = 1, so ist nur 1 Mikrozustand erlaubt, also S = 0.
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Der diesen Bedingungen geniigende Ausdruck fiir die Entropie wird auch von-Neumann-
Entropie genannt und lautet:

Von-Neumann-Entropie: S(p) = —kTr[plnp] = =k > pmInpy,

Tatséchlich liefert dies fiir das Mikrokanonische Ensemble auch den bekannten Ausdruck
von zuvor. Fiir alle Ensemble in denen die Energien in einem vorgegebenen Fenster [E, E+
AFE] liegen liefert das Mikrokanonische Ensemble die hochste Entropie.

Prinzip der maximalen statistischen Entropie: Allgemein wihlt man aus allen sta-
tistischen Verteilungen, die zu einem gegebenen Makrozustand passen, diejenige Ver-
eitlung mit der grofiten Entropie.

Man nennt dies auch das Prinzip des minimalen Vorurteils (least bias, Jayne’sches Prin-
zip). Tatsachlich kann man die gesamte Ensembletheorie aus der Anwendung dieses Va-
riationsprinzipes herleiten.

Eine niitzliche Abschéitzung, die auch in Rechnungen zur Von-Neumann-Entropie benotigt
wird ist, dass flir zwei beliebige Dichtematrizen gilt:

Lemma von Klein: Tr (p1(Inps —Inpy)) <O0.

Allgemeine Entropie fiir klassische Ensemble

Fir klassische Systeme ist die von Neumann Entropie durch das Integral:

S(p) = —k [ dCpin(p)

gegeben. Fiir ein mikrokanonisches Ensemble erhélt man direkt den bekannten Ausdruck,
da [dl'p =1 ist.

6.2.3 Ergodizitat

Betrachten wir ein System, dass wahrend seiner Zeitentwicklung im Gleichgewicht die
Kurve (¢(t), p(t)) durchlauft. Intuitiv wiirden wir den Mittelwert einer Observablen dann
ausdriicken durch:

A= lim ~ / Ut Alg(t), p(t))

T—oo to

Ein System, in dem dieser zeitliche Mittelwert auch dem Ensemblemittelwert (A) ent-
spricht, nennt man:

A=(A)YVty < ergodisches System.
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Bei einem ergodischen System kommt die Trajektorie (¢(t),p(t)) jedem Punkt des Pha-
senraumes auf der passenden Energieschale zu (q(to), p(to))beliebig nahe. Eine weitere
Charakterisierung von Modellsystemen sind die sog. mischenden Systeme. Ein System,
welches sich zu Beginn in einem Phasenraumvolumen Y, zu einem Energiefenster [E;, Fs|
befindet, kann sich aufgrund des Liouvillschen Theorems nicht vergrofiern, kann aber
zerfasert werden. Bei einem mischenden System sorgt dies dafiir, dass jeder Punkt des
Phasenraumes zum zugehorigen Energiefenster durch die Zeitentwicklung des Ausgangs-
volumens Xy beliebig angendhert werden kann, ohne dass Dabei das Phasenraumvolumen
vergroflert wird. Ein mischendes System ist immer auch ergodisch, umgekehrt gilt dies
nicht.

Die Ergodizitit eines Systems kann bei Anderung der duBleren Umsténde gebrochen wer-
den (Beispiel: Ferromagnet wird von hoher Temperatur heruntergekiihlt), dies geht z.B.
mit einer sog. spontanen Symmetriebrechung einher.

6.2.4 Temperatur und Gleichgewicht

Wir stellen uns ein vollstédndig isoliertes System vor, z.B. ein Gas in einem Container. In
diesen Container setzten wir eine Trennwand, die das System in 2 Teilsysteme A und B
aufteilt. Diese Trennwand lasst nur den Transfer von Energie zu. Die Hamiltonfunktion
ist dann durch:

H=Hy+ Hp+ H

gegeben, wobei H' den Energieaustausch beschreibt, der hier als klein angenommen wird,
aber notig ist, um ein Gleichgewicht zu erreichen. Sei F die Gesamtenergie und Q45(E, AFE)
die mikrokanonische Zustandssumme des Gesamtsystems. Die Wahrscheinlichkeit, dass
das System A eine Energie in [E4, E4 + AFE] hat, ist dann gegeben durch (Gesetz beding-
ter Wahrscheinlichkeiten):

Qu(Ea, AE)Qp(E — Ea, AE)

Qup

P(Ey) =

wobei Qp als klein vernachlissigt wird. Das Maximum von P(E,) liege bei E,. Man
erhélt hieraus durch Umschreiben die Gleichung:

0Sa - . 0Sp -
aEA(EA) - aEB (EB)

wobei Eg = E — F4. Man fiihrt hier eine Neue Grofie ein:

1 oS
Temperatur: T = a—E(E)

Spater wird sich zeigen, dass diese Temperatur im Wesentlichen mit unserer empirisch
bekannten tberein stimmt. Oft wird auch der Parameter

1
b=
verwendet. Im wahrscheinlichsten Zustand ist also

Th=1T1g.
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Dies entspricht der Intuitiven Vorstellung, die man von Temperatur hat. Es zeigt sich,
dass Systeme im sog. ,thermischen Kontakt“ (Energieaustausch ohne Arbeit) ihre
Temperatur ausgleichen. Die Entropie wirkt hier als treibende Grofe.
Die Schirfe der Energieverteilung P(E4) ergibt sich aus dem Zentralen Grenzwertsatz
iiber die Energie der einzelnen Teilchen:

AFE 1

(E) VN
Sie ist fiir makroskopische Systeme also sehr scharf. Fiir allgemeine Observablen erhalt
man

Al 1
4y VvV

6.2.5 AuBlere Parameter und Druck

Als einen aufleren Parameter bezeichnen wir eine Grofle, von dem die Hamiltonfunktion
abhéngt, sodass auch das Phasenraumvolumen und weitere GréBen von diesem Parameter
abhangen:

Q(E,a) = /dF@(E ~ H(a))

Der mittlere Wert einer Grofle A bei der Energie E ldsst sich durch das Integral:

_ JATS(E—-H)A 1
A= @1 _D<E)/dF6(E—H(a))A.

Unter Verwendung der Kettenregel zum bilden der Differenziale erhédlt man aus der Glei-
chung fiir das Phasenraumvolumen eine Gleichung fiir die Entropie:

ds — ; <dE - <?j> da> (6.7)

Druck und Volumen

Aus dem Kraftmittelwert von N Teilchen auf einen Kolben erhalt man eine solche Form
auch fir den Druck:

OH
Druck: P=—(—).
w7 (28)

Ist also das Volumen der auflere Parameter so erhalten wir:
L) ()
T OF v ’ T oV 5
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Der Index symbolisiert, dass die Grole im Index konstant gehalten werden soll. Umge-
schrieben wird (6.7) im Falle von a =V zu:

dE= TdS —-PdV.
Wiérmemenge  Arbeit

Man erhélt also zwei typische Arten die Energie des Systems zu dndern, und zwar Warme
und Arbeit.

Betrachten wir erneut ein System wie zu Beginn von Abschnitt 6.2.4, nun allerdings mit
Variablen Teilvolumen V' = V, + V5. Durch eine Ahnliche Rechnung erhélt man in diesem
Falle fur das Gleichgewicht (also die wahrscheinlichsten Werte fir P(E4, Vy4)):

Ty=Tz, Py=Pg.

Im Gleichgewicht hat ein solches System also gleichen Druck und gleiche Temperatur,
was der Intuition entspricht.
Chemisches Potenzial und Teilchenzahl

Ein weiterer auflerer Parameter ist die Teilchenzahl N. Entsprechend hat das Vollstdandige
Differenzial von S einen weiteren Term:

1 P 0
dsS = T dE + T dV — de (6.8)

wobeil man definiert hat:

B <55>
T ON )

p nennt man auch das Chemische Potenzial. Es gibt die relative Anderung der Anzahl
von Zustinden bei der Anderung der Teilchenzahl an. Umgeschrieben wieder auf das
Energiedifferenzial gibt dies einen Term +pd/N, der also die Energie charakterisiert, die
zu einer Teilchenzahldnderung notig ist. Will man Teilchen ins System hinzufiigen, muss
mal also Energie aufwenden.

Ideales Gas

Aus den bereits bestimmten Gleichungen fiir  usw. kénnen wir nach diesem Formalismus
aus der Entropie die kalorische Zustandsgleichung herleiten:

1 oS 3
T—<8E>VN & E—ﬁNkT

also die bekannte Gleichung mit der Zahl f = 3N an Freiheitsgraden. Analog ergibt sich
die Ideale Gas Gleichung (auch thermische Zustandsgleichung):

P__(@S

T \oV

& PV =NkT.
7= ().,
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6.2.6 Das Kanonische Ensemble

Wir wollen nun Systeme betrachten, die anders als beim mikrokanonischen Ensemble,
mit ihrer Umgebung wechselwirken. Dazu betrachten wir als Erstes in einem Gedanken-
experiment ein System A mit einer ,,Umgebung” B. Das System und die Umgebung sind
gemeinsam nach aufen isoliert. Die Umgebung B soll in dem Sinne grofier sein als A, dass
die Energiefluktuationen zwischen A und B aus Sicht von B sehr klein sind. Man bezeich-
net daher B auch als Warmebad. Ein solches Warmebad konnte z.B. die Umgebungsluft
sein. Dieses Warmebad gibt die Temperatur vor, anders als beim mikrokanonischen
Ensemble, wo die Energie vorgegeben ist. Man bezeichnet daher das kanonische Ensemble
auch als T'VN-Ensemble.

Die kanonische Dichtematrix

Wir betrachten den Hamiltonoperator des Gesamtsystems:
H:HA—FHB—FH/%HA—FHB

mit einer kleinen Wechselwirkung H’, die ein Gleichgewicht erméglicht. Die Wahrschein-
lichkeit, dass das Teilsystem A im Zustand |An) mit Eigenenergie E4, ist, erhalten wir
aus dem mikrokanonischen Ensemble zu:

 Qp(E — Ean, AE)
P(An) = Qan(E,AE)

Aus einer Taylorentwicklung erhalten wir:

Es—FEa,

InQp(E — Eq, AE) ~ InQp(Ep, AE) + T

wobei £, die wahrscheinlichste Energie des Systemes A ist. T benotigt hier keinen Index,
da A und B im Gleichgewicht dieselbe Temperatur haben. Also erhélt man insgesamt
durch einsetzten in die obige Gleichung fir P(an):

1 1
Kanonische Dichtematrix: pe = S~ e Ean/kT) An) (An| = Ze_HA/kT

n

wobei Z eine konstante ist, die nicht von der Energie F 4, abhingt:

— MG—EA/’CT
Qp(Ep, AE)

Die Normierungskonstante kann man alleine aus der Normierung der P(An) bestimmen:

Kanonische Zustandssumme:  Z(T) = Y e Zan/M = Ty e~ Ha/kT

Man nennt den Faktor

e~ Ean/kT _ =BEan
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auch den Boltzmannfaktor. In einer klassischen Betrachtung erhélt man:

1
pC<QA;pA) = Z e*HA(CIAypA)/kT7 7 — /dF e*HA(qA,pA)/kT.

Da das Warmebad nicht von Interesse ist, wird der Index A der Hamiltonfunktion im
Folgenden nicht mehr mit geschrieben.

Entropie im kanonischen Ensemble

Wir betrachten nun die Entropie im kanonischen Ensemble. Anhand der kanonischen
Dichtematrix kann man sich leicht klarmachen, dass gilt:

1
Sc = —kTr(pc Inpe) = f<H> +klnZ (6.9)

Dabei ist (H) = E = Tr(pcH) die mittlere Energie des betrachteten Systems (A). Man
kann zeigen:

Die kanonische Dichtematrix, bzw. das kanonische Ensemble hat die grofite von
Neumann-Entropie, aller Ensemble mit der selben mittleren Energie (H).

Man kann auch umgekehrt aus dieser Forderung mittels einer Variation die kanonische
Dichtematrix herleiten (Jaynes’sches Prinzip).
Aquivalenz zum mikrokanonischen Ensemble

Man kann zeigen, dass fiir die Energie im kanonischen Ensemble im thermodynamischen
Limes (groe N, V) gilt:

=
®

=
-

<H>O<N>

Dabei kann man zeigen, dass gilt:
O(H) oE
— L =kT?*— = kT*Cy,

o oT v
mit der Warmekapazitiat Cy, die fiir gewohnlich proportional zur Teilchenzahl
ist. Die Energieverteilung wird also im thermodynamischen Limes scharf. Dadurch ist
im Limes also die Vorgabe einer Temperatur dquivalent zur Vorgabe einer passenden
Energie. Die Vorhersagen von mikrokanonischer und kanonischer Betrachtung
werden also identisch.

(AT =

Thermodynamische Grofien

Wie wir im mikrokanonischen Ensemble bereits gesehen haben kann man iiber die Entro-
pie viele (makroskopische) thermodynamische GroBlen berechnen. In Analogie dazu be-
trachten wir im kanonischen Ensemble die freie Energie:

Freie Energie: F=—-kTlhZz
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Diese héngt nach (6.9) mit der Entropie zusammen:

F=FE-TSc. (6.10)

Tatsachlich kann man fiir die Innere Energie mittels der Kettenregel zeigen:

oy = Oy 20 (F
E=(H)= 3z = TaT(T)VN' (6.11)

Mithilfe dieser Gleichungen erhélt man zuséatzlich durch immer weitere Verwendung der

Ableitungsregeln:
OF or
(), - ),
ol ) v vV )y

Insgesamt erhélt man durch einen Vergleich mit dem Totalen Differenzial der Entropie
im mikrokanonischen Ensemble (6.8):

dF = —Se¢dT — PdV + pdN .

und mit (6.10):

dE = TdSe — PAV + pdN.

6.2.7 Virialtheorem und Gleichverteilungssatz

Wir betrachten ein klassisches Vielteilchensystem mit kanonischen Variablen ¢ = (qq, ..., gsn)
und p = (p1, ..., p3y) und der Hamiltonfunktion:

H = Hyin(p) + V(q)

Wir bezeichnen eine beliebige Koordinate aus dem 6N-Tupel (¢,p) als 7;. Mittels der
klassischen Version des kanonischen Ensembles kann man unter Verwendung partieller
Integration, der Kettenregel und der Normierbarkeit (Randterme verschwinden) zeigen:

< »6H> = KTy . (6.12)

Vi
Ok

Fiir den Fall, dass v; und v; Koordinaten (nicht Impulse) sind erhélt man das:

N v

N
Virialtheorem: <Z qi> = <— > ox FZ> = 3NkKT
= Ou i=1
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Dabei nennt man den Ausdruck im Mittelwert auch Virial. Betrachten wir ein Potenzial,
welches quadratisch in den Koordinaten g; ist, in der Form, dass:

3N 3N oV
V = Z bijqiq; = Z%a
ij=1 i=1 9%
Dann folgt aus dem Virialtheorem, dass (V) = 3NkT'/2. Allgemein gilt, da die kinetische
Energie im klassischen Fall so gut wie immer quadratisch in den Impulsen ist, entsprechend

der:

Gleichverteilungssatz: Jede Variable (Freiheitsgrad) eines Systems, die quadratisch
in dessen Hamiltonfunktion eingeht, tréagt klassisch £7'/2 zur mittleren Energie bei.

Dies gilt da bei quadratisch eingehenden Groflen nach (6.12) gilt:

o0H
<%8%> = (2H;) .

Tatsachlich gilt auch fiir nicht harmonische Potenziale:
N
<Z X; - F7,> = —2(Hxin) -
i=1

6.2.8 GrofBkanonisches Ensemble

Wir betrachten erneut zwei Untersysteme, die hier aber sowohl Energie als auch Teil-
chen austauschen konnen. Das Gesamtsystem sei wieder vollstandig isoliert, sodass die
Gesamtenergie und Gesamtteilchenzahl konstant sind. Analog zu den Betrachtungen des
Kanonischen Ensembles u.A. ist die Wahrscheinlichkeit, dass im System A die Energie
E 4, die Teilchenzahl N4 und das Volumen V4 vorliegt durch:

QU(EA, AE,No, Va)Qp(E — E4,AE,N — N4, Vp)

P(Es,AE,Na,Va) = Q(E,AE,N,V)

Dies fithrt auf die Gleichgewichtsbedingungen:

Th="1Tp, A = [B, Py=Pp.

Man nennt daher das Grof3kanonische Ensemble auch TPV -Ensemble.

Grof3kanonische Dichtematrix

Wir betrachten nun wieder den Fall, dass das Untersystem B beziiglich A ein Warmebad
und ein Teilchenreservoir darstellt, also dass Fluktuationen fiir B relativ gesehen sehr klein
sind. Durch Betrachten der Wahrscheinlichsten Werte fiir £z und N und Entwicklung um
diese ergibt sich analog zum kanonischen Ensemble die Dichtematrix des Groflkanonischen
Ensembles. Dabei ist der Hilbertraum des Systems A die direkte Summe der Einzelrdume
fiir verschiedene Teilchenanzahlen N4 in System A:

N
Ha =P Hn,—k-

k=0
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Dichtematrix des GroBkanonischen Ensembles:

1 ( Ean — pNa
pc = p T

Hy— iNa
Za

1
) INAAR) (N An| = Z—Gexp (— T

mit dem Teilchenzahloperator N4 und der GroBikanonischen Zustandssumme:

Zg = Spur <exp (—W))

Die grolkanonische Zustandssumme kann man durch die kanonische Zustandssumme fiir
N4 Teilchen ausdriicken:

Zg=Y el 7(Ny).

Na

Dabei wirkt der Teilchenzahloperator in einem Unterraum mit fixer Teilchenzahl Hy -,
als n - 1. Im klassischen Limes ergibt sich wieder, wie im kanonischen Fall:

Verteilungsfunktion des groBkanonischen Ensembles:

1 <_HA(QA,Z9A) —#NA>

N = —
PG( A7QA7PA> Ze €xp T

mit

dga dpA Ha(qa,pa) — Ny Na/kT
_ _ Z(N et A/ )
Z/h?’N ANALC ( KT %A: (Na)e

Man nennt e’# := z auch die Fugazitét.

Entropie im grof3]kanonischen Ensemble

Die Entropie ist wieder die von Neumann Entropie, mit:

1, _
S = —kSpur (pgIn pg) = T (E—,uN) +klnZg,

mit £ = (H) und N = (N). Wir lassen jetzt den Index A weg, da wir uns ab jetzt nur
noch fiir das System A interessieren. Man kann die groBkanonische Zustandssummen, wie
die kanonische Zustandssumme aus dem Jayneschen Prinzip durch ein Variationsprinzip,
hier aber mit den Nebenbedingungen vorgegebener (H) und (N ) herleiten. Dementspre-
chend kann man natiirlich auch zeigen, dass die Entropie fiir nicht scharfe Energie und
Teilchenzahl durch pg maximiert wird.
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Thermodynamische Groéflen

Analog zum Vorgehen im kanonischen Ensemble definieren wir fiir das Grolkanonische
Ensemble das sog. Groflkanonische Potenzial (engl.: grand potential):

O(T, 11, V)= —kTInZg=E —TSq — uN . (6.13)

Durch Betrachtung der Ableitungen erhélt man wieder eine Beziehung zwischen ¢ und
den Thermodynamischen Groflen:

00\ __ 90\ __ 99\ _ _y
(a,I‘>V,/L B SG7 <8V>T,,u - P’ <6M>T,V B N

Dadurch wird das totale Differenzial von ¢ zu:

d¢ = —SodT — PdV — Ndp.

Aus (6.13) erhélt man aber (mit Produktregel) ein weiteres totales Differenzial und durch
Vergleich der beiden erhélt man:

dE =TdSq — PdV + udN,

wobei man pdN auch die chemische Arbeit nennt.

Aquivalenz der Ensemble

Im Thermodynamischen Limes - also fiir grofle Teilchenzahlen - wird das groflkanonische
Ensemble dquivalent zum kanonischen Ensemble (also auch zum mikrokanonischen). Dies
verdeutlicht man sich wieder anhand der Flunktuationen. Die Teilchenfluktuation kann

man herleiten zu:
(AN>2 _ T (W)
N VZ2 \oP T

Fir Gleichgewichtssysteme ist diese Volumenédnderung tendenziell klein und mit groflem
V' wird die Fluktuation klein.

Fir die Erwartungswerte von Energie und Teilchenzahl kann man leicht durch
Betrachtung der unabhingigen Variablen o und 5:

> _ A N A S
Za(B, ) := Spur (e ) mit o= T B = T

die folgenden Gleichungen bestimmen:

0 . - o -
E(ﬁ,oz):—%ang, N(ﬁ,a):—a—aang,

Bei der Transformation dieser Ableitungen von («, 5) nach (7, ) muss dann aber die
Kettenregel beriicksichtigt werden.
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6.2.9 Gegeniiberstellung der Ensemble

Ensemble

mikrokanonisch

kanonisch

grof3kanonisch

phys. Situation

vollstandig isoliert

an WB gekoppelt

an WB und TR gek.

unabh. Variablen E, V,N T,V, N T,V u
. . O(H—E)O(E+AE—H ,—H/kT o~ (H—uN)/kT
Dichtematrix : Q(E,AE,N,V ) ;(T,V,N) < Za(T,V.0)
Normierung Q= Spur (O(H € Ing)) | Z=Spur (e ?H) | Zg = Spur (e*B(H*”N))
thermodyn. Fkt. S=klnQ) F=—-kT'lhZz ¢=—kTlZg

Tabelle 6.1: TR = Teilchenreservoir, WB = Warmebad, Iog ist das vorgegebene Energi-
eintervall [E, E + AE]

6.3 Thermodynamik

Die betrachtete Ensembletheorie fiihrt auf den Kalkiil der Thermodynamik. Mit ihr 1asst
sich im praktischen Gebrauch deutlich einfacher rechnen.

6.3.1 Der Nullte Hauptsatz der Thermodynamik

Der ,nullte “ Hauptsatz der Thermodynamik ist die historische Vorgehensweise eine Tem-
peratur zur Charakterisierung von Gleichgewichtszusténden zu verwenden. Man nennt

dies auch eine Aquivalenzrelation. Die Temperatur wird als transitive GroBe eingefiihrt:
TA:TB/\TB:TC = TA:TC

Dies ist das Temperaturkonzept. Die praktischste Formulierung lautet:

Nullter Hauptsatz: Ist ein System mit Temperatur 74 im Gleichgewicht mit zwei
Systemen der Temperaturen Tz und T, dann sind auch die Systeme mit Tg und T¢
miteinander im Gleichgewicht.

6.3.2 Der Erste Hauptsatz der Thermodynamik
Wir haben bereits das totale Differenzial der Entropie (6.8) kennengelernt.

1 P 1
= —dE + —=dV — =dN.
ds Td +TdV Td

Die Entropie hiangt hierbei nur von dem Zustand, nicht von der Art der Uberginge
zwischen den Zustanden ab. Solche Funktionen nennt man auch Zustandsfunktio-
nen oder Zustandsvariablen.

Zustandsfunktionen S, E/; N, usw. hangen nicht von der Art eines Zustandsiibergan-
ges ab.
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Somit sind T, P und g auch Zustandsfunktionen, da man sie ja durch Ableitungen der
Entropie erhélt. Durch Ausdriicken der Energie E(S,V, N) durch die Entropie und um-
stellen des Differenzials ist:

dE = TdS + (—PdV) + pdN (6.14)

A —— ¢
Wirme 6Q mech. Arbeit 6W chem. Arbeit dWepem.

Dabei verwendet man das §-Symbol um zu verdeutlichen, dass es sich um die Zufuhr ei-
ner kleinen Menge Arbeit/Wérme handelt und nicht um das Differenzial einer Zustands-
funktion. Fiir benachbarte Gleichgewichtsprozesse ergeben sich die Anderungen der
Zustandsgrofien durch Betrachtung von 0Q, 0W und 0 Wem.

Erster Hauptsatz: Die innere Energie E ist eine Zustandsfunktion mit:
AE =Q+ W + Wepem.

Wobei Wirme und Arbeit nur Ubertriger der Energie und keine Zustandsfunk-
tionen sind und daher auch nicht mit einem ,A“ gekennzeichnet sind).

Dieser Hauptsatz beschreibt auch die Unméglichkeit eines Perpetuum Mobiles erster Art
(zyklisch arbeitend), da nach dem Durchlauf von einem Zyklus dieselbe innere Energie
vorliegen muss.

6.3.3 Statistische Bedeutung der Warme

In den mikroskopischen Beschreibungen ist ,,Warme® @) als solche nicht aufgetreten. Eine
Zustandsfunktion ist Wérme ebenfalls nicht. Aber was ist Warme dann? Um dieser Frage
auf den Grund zu gehen, betrachtet man am einfachsten ein System bei fixer Teilchenzahl
im kanonischen Ensemble. Es gilt:

dE = Spur (Hdp + pdH) .

Die Anderung des Hamiltonoperators kann z.B. durch Anderung von N oder V erfolgen.
Die Anderung von p wir durch T erzeugt. Fiir die Entropie findet man analog:

dS = —kSpur (In pdp)

wobei Spur (dp) = 0, wegen Spur (p) = Spur (p + dp) = 1, da die Normierung erhalten
bleiben muss. Setzt man p = e ## /Z ein und variiert einen Parameter a in H (z.B. das
Volumen), sodass:

OH
dH = —d
Oa a4

dann erhalt man:

dE =TdS + <8H> da
Oa
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Die Wirmemenge entspricht also einer Anderung Wahrscheinlichkeiten, nicht der
Energieniveaus. Eine Warmezufuhr erhoht die Wahrscheinlichkeit der Besetzung von Zu-
stdnden hoherer Energie. Die Energiezufuhr durch Arbeit éndert die Energieniveaus und
nicht die Entropie, wie man durch die von Neumann Gleichung mittels ik dp = [p, H|dt
zeigen kann. Man erkennt also hier, dass es bei einer Zustandsénderung auf den Typ des
Prozesses ankommt.

6.3.4 Thermodynamische Prozesse

Wir wollen nun Prozesse betrachten, deren Anfangs- und Endzustinde im thermodyna-
mischen Gleichgewicht sind. Stimmen Anfangs- und Endzustand iiberein, so liegt ein
zyklischer Prozess / Kreisprozess vor.

Intensive und Extensive Grofien

Insbesondere werden wir homogene Systeme betrachten. In solchen Systemen skalieren
Energie, Volumen und Teilchenzahl alle identisch mit einem Skalenparameter A, s.d.:

E — \E, N — AN, V= AV,
wobei dann fiir die Entropie aufgrund ihrer Additivitat sofort folgt:
S(AE;A\V,AN) = AS(E,V,N).

Solche Groflen bezeichnet man als extensive Groflen.

Extensive und Intensive GroBen: Groflen die linear mit der Systemgrofie skalieren
werden extensiv genannt (E,V, N, ...). GroBen, die unabhéngig von der Systemgrofie
sind, werden intensiv genannt (u, T, P, ...).

Aus der Extensivitat der Entropie kann man durch Bilden des totalen Differenzials nach
A und anschlieBendes Betrachten von A = 1 die sog.

Gibbs-Duhem-Relation E=TS—- PV +uN

herleiten. Aus dem totalen Differenzial dieser Gleichung folgt mit (6.14) die:

differentielle G-D-Rel. SdT'—VdP+ Ndp =0

Diese gelten fiir homogene Systeme. In einem solchen System kann man also 7', P und p
nicht unabhingig voneinander variieren, was mit der Alltagserfahrung iibereinstimmt:
Erhoht man z.B. die Temperatur in einem Kolben, ohne das Volumen zu vergroflern, so
steigt der Druck. Mit der Gibbs-Duhem-Relation kann man fiir homogene Systeme das
grofkanonische Potenzial durch:

¢ =—PV

ausdriicken.
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Typen von thermodynamischen Prozessen

Bei der Fithrung von thermodynamischen Prozessen kann man verschiedene Grofien kon-
stant halten. Diese verschiedenen Moglichkeiten haben eigene Bezeichnungen:

e isobar: P = const.

e isotherm: T" = const.

e isochor: V = const.

« isentropisch: S = const.

« adiabatisch: 6Q) = 0 bzw. @) = 0 (je nach Notation)

Adiabatengleichung: Fiir das ideale Gas bei einem adiabatischen Prozess
gilt die sog. Adiabatengleichung:

Adiabatengleichung des Idealen Gases: TV?/? = const.

Quasi-statische Prozesse

Ein quasi-statischer Prozess ist ein idealer Prozess, der so ,langsam® durchgefiihrt wird,
dass das System dabei eine Abfolge von Gleichgewichtszustanden durchléuft. Fiir
solche Prozesse gilt nach dem ersten Hauptsatz:

TdS = §Q. (6.15)

Wir nennen zusétzlich solche Prozesse quasi-statisch, bei denen lediglich Teilsysteme eine
Abfolge von Gleichgewichtsprozessen durchlaufen. Dann kénnen aber mit unseren Metho-
den auch nur diese Teilsysteme betrachtet werden.

Reversible und irreversible Prozesse

Ein reversibler Prozess ist ein Prozess, der auch in umgekehrter Reihenfolge ablaufen
konnte, sodass nach der Umkehrung des Prozesses weder am System, noch an der Umge-
bung eine Veranderung zurtiickbleibt. Irreversibel sind Prozesse, die nicht reversibel sind.
Alle spontan ablaufenden Prozesse sind irreversibel. Alle reversiblen Prozesse
miissen quasi-statisch sein, da bei einem nicht quasi-statischen Prozess ein Ubergang
von einem nicht-Gleichgewicht in ein Gleichgewicht stattfindet, der immer irreversibel ist.
Die Umkehrung gilt nicht: Es gibt quasi statische irreversible Prozesse.

Es stellt sich die Frage: Wieso ist das der Fall? Die mikroskopischen Gleichungen der
klassischen und auch der Quantenmechanik sind zeitumkehrinvariant. Wieso nehmen wir
also in der makroskopischen Welt einen Zeitpfeil wahr, der in eine bestimmte Richtung
zeigt? Durch verschiedene Beispielprozesse kann man sich verdeutlichen, dass die Irrever-
sibilitdt mit der Enropie zusammenhéngt. Die Entropie wéchst bei einem irreversiblen
Prozess an, auch ohne, dass man eine Wéarmemenge zufiihrt, wie z.B. bei dem Vergro-
Bern des Volumens eines Gases. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mikrozustand
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angenommen wird, der zu dem Makrozustand X vor dem irreversiblen Prozess passt, fiir
makroskopische Systeme (groe N) sehr gering:

QX
Px = 2axX) _ exp <— (Sy — SX)> ~e BTN o

Dabei ist J eine beliebige Grofle, die bei der Prozessfithrung geandert wird, wie z.B. V' oder
N. Dabei Skaliert die Entropieinderung mit der Teilchenzahl und fithrt makroskopische
Systeme verschwindet diese Wahrscheinlichkeit. Der Zeitpfeil zeigt in der makroskopischen
Welt also in die Richtung, welche durch die positive Entropieanderung vorgegeben ist.

6.3.5 Arbeit und Warme sind keine Zustandsfunktionen

Wie man anhand von vielen irreversiblen oder reversiblen Prozessen sehen kann, sind
Arbeit W und Warme @ keine Zustandsfunktionen, da sie entscheidend von der Art der
Prozessfithrung abhéngen.

6.3.6 Der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Betrachten wir ein System, welches aus verschiedenen Teilsystemen, die fiir sich in einem
Gleichgewichtszustand sind, besteht aber insgesamt aufgrund sog. Zwangsbedingun-
gen nicht in ein Gleichgewicht relaxieren kann. Das Gesamtsystem sei dabei vollstandig
isoliert. Nach der Aufhebung aller Zwangsbedingungen stellt sich also ein globales Gleich-
gewicht ein, welchem eine finale Entropie S’ zugeordnet werden kann. Dann ist diese
Entropie nach dem Prinzip der maximalen Entropie maximal. Es gilt also:

Prinzip von Clausius: Bei einem Ubergang eines abgeschlossenen Systems in einen
globalen Gleichgewichtszustand ist die Entropieinderung nicht negativ:

AS >0

Bestehe das Gesamtsystem nun aus einem Teilsystem A und einem Warmebad B, wobei
Q4 die von B auf A iibertragene Warme ist. Aus Sicht von B ist diese Warmemenge sehr
klein, sodass fiir B der Ubergang quasi statisch ist, also gilt:

ASp = — =2

Da die Gesamtentropie nicht abnehmen kann ist:

Qa
> —.
ASy > T,

Dies ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik:
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Zweiter Hauptsatz: Fiir die Anderung der Zustandsfunktion Entropie eines Systems
gilt allgemein:

AS>ZQ()

B

wobei diese Summe iiber alle Teilschritte i verlauft, in denen jeweils die Warme Q®
aus einem Warmebad der Temperatur 7 1(3 aufgenommen wird.

« Fir reversible (also auch quasi statische) Prozesse gilt nach (6.15):
AS = Z baw AS:/edS:/e(SQ (6.16)
T(Z ' a o« T ‘

« Fiir irreversible Effekte gilt immer die strenge Ungleichheit:

Q(z)
AS > ZW
i 1B

Tp ist hierbei immer die Temperatur eines Wéarmebades. Fiir reversible Prozesse ist aber
auch die Temperatur des Systems selbst wohldefiniert. Die explizite Integralberechnung
wird spater erklart.

Anmerkungen zum zweiten Hauptsatzes:

« Uber reversible Prozesse kann man Entropieinderung geméif (6.16) messbar ma-
chen.

» Beachte, dass [; 0Q) von der Prozessfithrung abhéngt und erst durch den sog. inte-
grierenden Faktor 1/7 Weg-unabhéngig wird.

o Die ersten beiden Hauptsiatze wurden von Clausius unter der Annahme, dass das
Universum als Ganzes ein abgeschlossenes System ist, in die plakative Form ge-
bracht:

»Die Energie des Universums ist konstant; seine Entropie strebt
einem Maximum zu.*

« Fiir einen zyklischen Prozess (Anfangs- = Endzustand) ist wegen S’ = Sy, also
AS =0:

% <o

6.3.7 Kreisprozesse

Unter einem Kreisprozess versteht man einen thermodynamischen Prozess, der zyklisch
ablauft, sodass sowohl das P-V-Diagramm als auch das 7-S-Diagramm eine geschlossene
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Kurve ist. Fiir einen quasi statischen zyklischen Prozess kann man die gesamte vom Sy-
stem geleistete Arbeit und die gesamte vom System aufgenommene Warmemenge mittels:

wngpma Q:me;

berechnen. Nach dem ersten Hauptsatz folgt, da sich bei einem zyklischen Prozess insge-
samt die innere Energie nicht &ndern darf:

Q=Ww,.

Man unterscheidet entsprechend zwischen zwei prinzipiellen Typen von zyklisch arbeiten-
den Maschinen:

e Arbeitsmaschine: W, =( >0 = Durchlauf im Uhrzeigersinn

« Wirmepumpe/Kiltemaschine: W, = @ < 0 = Durchlauf gegen den
Uhrzeigersinn.

Carnot-Prozess

Bei einem Carnot-Kreisprozess werden 4 Schritte quasi statisch durchlaufen:

1) Isotherme Expansion bei hoher Systemtemperatur 7}, (System erhdlt Warme vom
Bad):

Qn =TS —Sn) >0
2) Adiabatische (= Isentropische, da quasi statisch) Expansion (System arbeitet):
Systemtemperatur kiihlt von T}, zu T..
3) Isotherme Kompression (Bad erhélt Warme):
Qc =Te(Sp — ) <0
4) Adiabatische (Isentropische) Kompression:
Systemtemperatur steigt von T, auf Tj,.

Die Prozesse werden durch thermischen Kontakt mit einem heiflen Wéarmebad der Tem-
peratur 7T}, und einem kalten Warmebad der Temperatur T, erzeugt. Wir definieren den
Wirkungsgrad einer solchen Maschine als:

leistete Arbeit
Wirkungsgrad: n = seeliere A .E.}l
entnommene Warme

In diesem Fall erhalten wir mit W, = Q) + Q.:

W, T,
L= =1t
7 Qn T,

wobei die entnommene Warme nur (), ist, da ). an das kaltere Reservoir abgegeben wird.
Tatséchlich kann man allgemein zeigen, dass keine Kreismaschine, die Temperaturen im
Intervall [T, T},] verwendet, existiert, die einen hoheren Wirkungsgrad besitzt:
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Die Universelle Grenze der Effizienz von Arbeitsmaschinen ist der Carnot Wir-
kungsgrad:

T.
—1- =<
e T,

Inverser Carnot-Prozess

Bei einem inversen, also umgekehrt durchlaufenen, Carnot-Prozess andern sich z.T. die
Vorzeichen usw. Analog zum Wirkungsrad definiert man die Heizeffizienz:

y  an das warmere Bad tibertragene Warme

Heizeffizienz:
g vom System aufgenommene Arbeit

Diese charakterisiert die Leistungsfahigkeit als Warmepumpe. Im Falle der Carnot-
Maschine lautet sie:

g_ —Qn _ Tk

- > 1
e T Tw T T o1

Dass dieser Quotient grofier als 1 ist macht Sinn, da nur so diese Heizmethode effizienter
ist als die direkte Umwandlung von Arbeitsenergie in Warme. Der Prozess ist nur dann
effizient, wenn die Unterschiede der Temperaturen nicht zu grof3 sind.

Analog charakterisiert die Kiihleffizienz die Leistungsfihigkeit als Kdltemaschine:

Kiihleffizienz: o= dem kélteren Reservoir entzogene Warme

von System aufgenommene Arbeit

Fur den Carnot-Prozess also:

k:%: TC
=W T T o1

Dies ist also ineffizient, wenn T, wirklich klein sein soll. Um die Ausbeute zu steigern,
verkettet man mehrere Kiihlschritte.

6.3.8 Der Dritte Hauptsatz der Thermodynamik

Bereits von Walter Nernst wurde 1905 postuliert, dass die Entropieanderung in isothermen
Prozessen fiir T' — 0 verschwindet. Allgemein formulierte Mlax Planck 1930:

Dritter Hauptsatz: Bei 7' = 0 nimmt die Entropie einen konstanten Wert an (der auf
0 gesetzt wird) unabhéngig von den anderen Systemparametern:
S(T)
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Statistisch kann man dies darin begriinden, dass die Entropie S(7" = 0) von der Grund-
zustandsentartung abhéangt. Sei £y der Grundzustand mit Entartung go. Im kanonischen
Ensemble lasst sich fiir kleine Temperaturen leicht zeigen:

) = pe(B = o0) = Zno M)l P
(1= 0) = pol = oc) = el _ 1o

Also gilt:
S(T=0)=klng

Fiir komplexe, reale Systeme geht man davon aus, dass die Grundzustandsentartung ma-
ximal von der Ordnung N ist, sodass der obige Grenzfall eintritt.

Es gibt aber Modelle mit hochgradig entarteter Grundzustandsenergie, mit gy = O(e"),
wie z.B. das sog. Ising-Modell auf einem Dreiecksgitter. Man geht aber davon aus, dass
in verbesserten, dann aber nicht mehr analytisch untersuchbaren, Modellen diese Entar-
tung aufgehoben wird.

Verwandt ist die Frage, wieso Wassereis eine geringere Dichte als fliissiges Wasser hat.
Wassereis kristallisiert in einer sog. Wurzit Struktur. Die Sauerstoffatome sind dabei tetra-
edrisch angeordnet und die Coulomb Wechselwirkung bevorzugt fiir jedes Sauerstoffatom
2 nahe und zwei entfernte Wasserstoffatome (Eisregel). Dies lasst noch einige Zustéande
und somit eine recht hohe Entropie zu:

6\ 3\Y S
— 92N x <) — (> = 2 k(32
Entartung ohne Eisregel N—_——
Korrektur durch Eisregel

wobei N die Anzahl der Sauerstoffatome ist. Es gibt dhnliche Effekte auch bei magneti-
schen Materialien, weshalb man diese auch Spin-Eis nennt.

Nach dem Dritten Hauptsatz muss man also, um 7" = 0 zu erreichen, auch S = 0 errei-
chen. An einem bestimmten Punkt existiert aber kein Warmebad mehr, um die Tempera-
tur durch Warmeabgabe zu verringern. Daher miisste man die Temperatur quasi statisch,
isentropisch also adiabatisch zu andern. Dieses Vorgehen nennt man auch adiabatisches
Kiihlen. Aber auch hierdurch wird die Temperatur nicht auf null fallen, weil die Entropie
nicht mit sinkt. In einer endlichen Anzahl von Kiihlschritten kann man 7" = 0 nie
erreichen!

6.3.9 Legendre-Transformation

Es ist haufig unpraktisch die Zustandsfunktionen S = (E,V,N) bzw. E = E(S,V,N)
zu verwenden. Den Wechsel auf Funktionen von z.B. T, P, N wird durch eine Legendre-
Transformation geleistet. Betrachtet man einfach 7' = (0sE)y (S, V, N) und 16st nach S
auf, um dies in £ = E(T(S,V,N),V,N)) geht Information verloren! Dies kann man
in einem Beispiel zeigen: Man kann bei diesem Vorgehen hinterher nicht auf die Entropie
zuriickschlieflen:

2 b 2
Ey(S,V,N) = af/, E5(S,V,N) = a(SJrVV)
T T
= Slzl, ngl—bv
2a 2a
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Wodurch sich durch erneutes Einsetzten in die Energie ergibt:

TV
a

El(Tv‘/aN):EQ(TaVYaN):

Es ist also offensichtlich Information verloren gegangen.

Wir suchen also eine Allgemeinere Funktion der gewiinschten Variablen, die die gesamte
Information enthélt wir nennen diese thermodynamische Potenziale F'. Daraus soll
auch hin und her gerechnet werden kénnen. Diese konstruieren wir fiir das obige Beispiel
geméf:

Mittels der Kettenregel kann man zeigen:

OF OF

ar - % v

Diese sog. Legendre Transformation (von E nach F) liefert also die gewiinschte Eigen-
schaft. Da die Umkehrtransformation wieder eine Legendre Transformation ist; geht keine
Information verloren.

Die Legendre Transformation ist allgemein das Mittel der Wahl, um aus einer gegebe-
nen Funktion f(z,2,,...) eine Funktion der Ableitungen y; = (0,, f)s, ;i eine Funktion
9(y1, Y2, ...) zu erzeugen, fiir die gilt: (0y,9),, 4 o ;.

6.3.10 Thermodynamische Potenziale

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall:
E=FE(S,V,N,a),

wobei a ein zusatzlicher auflerer Parameter ist, wie ein Magnetfeld, der im Hamiltonian
des Systems auftritt. Der erste Hauptsatz verallgemeinert sich hier zur

Gibbs’schen Fundamentalform: dE =T7TdS—-PdV — X,da+ pudN

5Q 74 5WC}1€IIL
mit den bekannten partiellen Ableitungen. Man bezeichnet X, = —(0,E)sv.n auch als

verallgemeinerte Kraft zum Parameter a. Die Moglichkeiten des Energietransfers fas-
sen wir wie oben beschrieben zusammen.
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Konjugierte intensive Variablen

Den extensiven Variablen S, V| N sind iiber die partiellen Ableitungen sog. konjugierte
intensive Variablen zugeordnet:

S — T= s
95 )y na

V — f’:-—<6E>
av S,N,a

OF
N - o (a]\[)VSa

Isotherme Prozesse - Freie Energie

Da in der Realitat Groflen wie die Temperatur leichter einzustellen sind, als Grofien, wie
die Entropie, mochte man die thermodynamische Beschreibung gerne auf die intensiven
Groflen verlegen. Wir betrachten also wie schon im obigen Beispiel die Freie Energie:

Freie Energie:  F(T,V,N,a) = E(S(T,V,N,a),V,N,a) — T S(T,V, N, a)

mit dem Differenzial:

dFf = -SdT'— PdV 4+ pdN — X, da.

8F> <8F>
] =-s. =] =-r
<8T V,N,a v T,N,a

8F> <8F>
anr =K, a_ = _Xa
(8]\7 T.V.a da T,N,V

Wir erkennen F' also als die schon aus dem kanonischen Ensemble bekannte Grofle wieder.
Die freie Energie ist eine sehr praktische Grofle, wenn es um isotherme quasi-statische
Prozesse mit fixer Teilchenzahl geht, da dann (dF)py = 6W gilt, wahrend (dE)7,y #
oW, da um die Temperatur konstant zu halten eine Wéarmemenge aufgenommen werden
muss.

Dabei gilt:

Isobare Prozesse - Enthalpie

Analog nehmen wir eine Ersetzung von V' — P vor und erhalten die

Enthalpie:  H(S,P,N,a) = E(S,V(S,P,N,a),N,a) + PV(S,P,N,a).

Diese hat das totale Differenzial:

dH =T7dS+VdP + pdN — X, da,
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d.h. erneut:

8H> <6H>
el =T, el -V
( ) P,N,a oP S,N,a

), (@
ON S,Pa 7 da S,P,N ‘

Hier gilt fiir einen quasi-statischen isobaren Prozess, bei N, a = const.:
(dH)pna =TdS =460,

also gibt (dH)p . direkt den Warmetransfer an. Dies folgt auch allgemein aus dem ersten
Hauptsatz: AQ = AE + PAV = AH.

Fiir einen quasi-statischen, isobaren und adiabatischen Prozess gilt (dH)sp =
pwdN — X, da. Dies gilt, da dS « 6Q = 0 der ,ibrige“ Anteil der Energie, also der
mogliche Arbeitstransfer des Systems ist.

Isotherme, isobare Prozesse - Freie Enthalpie

Analog ist im Falle eines isothermen, isobaren Prozesses ein gemeinsamer Variablenwechsel
S — T,V — P niitzlich. Die erhaltene Funktion ist die

Freie Enthalpie: G(T,P,N,a)=FE—-TS+ PV .

Die Abhéngigkeiten sind entsprechend zu verstehen. Fir die Ersetzung muss das Glei-
chungssystem fir T, P nach S,V aufgelost werden. Das totale Differenzial lautet:

dG = -SdT'+VdP + pudN — X, da.

Die partiellen Ableitungen ergeben sich wie zuvor. Fiir einen isothermen, isobaren
Prozess gilt:

(dG)TJD = ,udN — Xa da .
Die freie Enthalpie gibt somit den moglichen Energietransfer fiir ein System an, das sowohl
an ein Wérmebad gekoppelt ist, als auch an einen konstanten dufleren Druck.
Zusammenhang zum groflkanonischen Potenzial

Als Letztes fithren wir den Ubergang zu T, V und g als Variablen durch. Das fiihrt auf
das

GroBkanonisches Potenzial: o(T,V,p,a) = E =TS — uN ,

mit dem totalen Differenzial:

dp = —SdT — PAV — Ndu — X, da.

und wieder analogen partiellen Ableitungen. Das heif3t
(d¢)r, =—PdV — X, da

gibt den freien Energieaustausch an, wenn 7" und p konstant gehalten werden.
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6.3.11 Extremaleigenschaften der thermodynamischen Poten-
ziale

In einem gegebenen Gleichgewichtszustand V, N, S ist die Energie minimal. Gleichzeitig
ist die Entropie maximal. Betrachten wir die Anderung nach einem noch nicht fixierten,
zusatzlichen Parameter z:
dn
dpY = —Y

dan ™ lz=xo

Die Extremaleigenschaften von S und FE lassen sich dann ausdriicken durch:
doS =dyE =0, d2E >0, d35S<0.

Fiir die verschiedenen physikalischen Situationen der thermodynamischen Potenziale -
z.B. ein Gleichgewichtszustand mit vorgegebenen 7', V| N fiir die freie Energie - lésst sich
zeigen, dass fiir alle thermodynamischen Potenziale gilt:

Alle thermodynamischen Potenziale bis auf die Entropie nehmen im Gleichgewichts-
zustand ihrer entsprechenden Variablen ein Minimum an. Die Entropie nimmt hinge-
gen ein Maximum an Beziiglich eines noch nicht fixierten Parameters gilt daher fir
ein thermodynamisches Potenzial V' # S:

deV =0 d2V >0

Besonders wichtig ist, dass alle thermodynamischen Potenziale fiir homogene Systeme
in den extensiven Parametern konvex und in den intensiven Parametern konkav sind,
sodass die Legendre-Transformation stets durchgefithrt werden kann.

6.3.12 Maxwell-Relationen und Kalkiil

Die Maxwell-Relationen sind Beziehungen zwischen den verschiedenen kanonischen Va-
riablen. Betrachtet man allgemein eine Funktion f(x1,xs,...) mit dem totalen Differenzial
df :=wu;dr; + usdes + ..., so gilt:

ouy  *f  Pf  Ouy

81'2 N 81'28.1'1 N 81’161’2 N 8(]31

Oy _ (O
al'g J:l,xg,,..._ aml x2,23,... .

also folgt:

Beispiel:
Betrachten wir z.B. E(S,V, N) so gilt:

ory  __(or
WV)ey  \05),

Dies lasst sich auch auf die anderen Potenziale und ihre jeweiligen Variablen anwenden.
Es ergibt sich eine allgemeine Baukastenregel:
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» Konjugierte Variablen ((7',5), (V, P), ...) stehen in Maxwell-Relationen diagonal zu-
einander.

o Es wird auf der einen Seite jeweils die Variable konstant gehalten, nach der auf der
anderen Seite abgeleitet wird.

« Eine nicht verwendete konjugierte Variable wird auf beiden Seiten konstant gehalten.
e Es tritt ein ,,—“-Zeichen auf, wenn die ,Zihler aus unterschiedlichen Gruppen
(S, P,N) und (7,V, i) stammen.
Motivation als Integrabilitidtsbedingung

Man nennt diese Maxwell-Relationen aus dem folgenden Grund auch Integrabilitétsbe-
dingungen. Betrachten wir ein zweidimensionales sog. Pfaff’sches Differenzial:

09 = A(z,y)dz + B(z,y)dy.

Dann ist ein Wegintegral tiber d¢g definiert als

[ sa= [ () ax= [ Ata(0Ly0)et0) + Blatt)a(0)ic0)

Py Py

bei geeigneter Parametrisierung. Dieses ist Weg-unabhiéingig, wenn der Vektor (A(z,y), B(x,y))”
als Gradient einer Funktion f(z,y) dargestellt werden kann. Dann gilt dg = df. Dafiir

muss die Bedingung:
0A 0B
) = (2= t =
<8y>x <8x>y (& rotVf=0)

erfiillt sein. Das Differenzial heiffit dann auch exakt. Fiir Zustandsfunktionen, also alle
thermodynamischen Potenziale gilt diese Wegunabhangigkeit nach Konstruktion.
Weitere Verkniipfung

Aus der Kettenregel der Jacobi-Determinanten:

af,g) 9(f g)0(u,v)

A(z,y)  O(u,v)d(x,y)
folgt insb. der Spezialfall:

d(u,v)

(.6,

Dies widerspricht nicht der gewohnlichen Kettenregel. Bei dieser werden namlich immer
dieselben Groflen konstant gehalten:

(52) -(3)(2).
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6.3.13 Responsefunktion

Fiir thermodynamische Systeme spielen eine Reihe von experimentell bestimmbaren Mate-
rialeigenschaften, die die Anderung von extensiven Systemparametern bei der Anderung
von intensiven Parametern beschreiben. Diese hiangen z.T. von der Prozessfithrung ab,
sodass es praktisch ist verschiedene thermodynamische Potenziale fiir die Berechnung zu
verwenden.

Wiarmekapazitat

(extensiv)

| 50 oS OF 0S 23
7 e = — =\3aa7m —\ar
(isochor:") Cy = (dT>V,N T <3T>MN (85 5T>V7N <8T>V,N

] N — E— - T A = ‘aQ - 9T
(isobar:) Cp (dT) . <8T> . ( oS 8T> PN <8T ) PN

Hierbei muss in H(S, P, N) entsprechend zunéchst S durch T, P, N ausgedriickt werden,
wie z.B. im idealen einatomigen Gas: H = E + PV = 5NkT /2.

Spezifische Warme
(intensiv)
Man kann die Warmekapazitéten auf die Masse oder die Teilchenanzahl / Stoffmenge (in

Mol) der Substanz normieren, um eine intensive Gréfie zu erhalten.

Kompressibilitait

(intensiv)
(isotherm:) Ky = —

(adiabatisch, isentropisch:) Kg = —
Thermischer Ausdehnungskoeffizient

W L(v
CVA\OT )y

"Diese Variante ergibt sich auch sofort aus 6Q = dE — 6W.

(intensiv)
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Zusammenhang zwischen den Resoponsefunktionen

Mit den Tools aus Kapitel 6.3.12 kann man verschiedene Zusammenhange zwischen den
Responsefunktionen beweisen. Als Beispiel betrachten wir (durchgehend bei N = const.):

1 fov 10,8  19(V,S)o(V.T)o(P,T)
()S T VO(PS) VoWV, T)d(P,T)d(P,S)
S

=Ty \op =
:_l (W) (g%)v Cv
. viopr),

), (), (), ), B

Es gelten die Zusammenhénge:

2
m_v o ooy =1e

RT Cp ’ RT

> 0. (6.17)

Die Kombination der Gleichungen bedeutet auch, dass i.A. Adiabaten im P-V-Diagramm
steiler sind als Isothermen.

6.3.14 Stabilitidt und Responsefunktionen
Spezifische Warme

Man kann im kanonischen Ensemble relativ leicht zeigen:

OF 1 ,
pr— —_— = — >
CV <8T>V7N T2 (AE) = CV >0

Dies ist ein Beispiel fiir ein Fluktuations-Response-Theorem.

Kompressibilitat

Ahnlich kann man im groflkanonischen Ensemble mittels des thermodynamischen Kalkiils
zelgen:

v
KT:77<AN)2 = kr >0
Dann gilt mit (6.17):
Cp>Cy>0.

Die gefundenen Ungleichungen nennt man auch Stabilitdtsbedingungen, da sie ange-
ben, dass das System bei kleinen Schwankungen in den Urspriinglichen Zustand zurtick-
strebt. Dies kann man sich anhand der Vorzeichen entsprechend klarmachen. Dies fithrt
allgemein auf

Prinzip von Le Chatelier: Wenn ein System in einem stabilen Gleichgewichtszustand
ist, fithrt jede spontane Anderung seiner Parameter zu Reaktionen, die das System
wieder ins Gleichgewicht zurtickfithren.
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Man kann noch eine weitere Aussage tiber die Warmekapazitét treffen. Nach dem Dritten
Hauptsatz muss

S(T) — S(T = 0) = /OT Cg/)dT’B

endlich sein. Dies kann nur gelten, wenn

Cv,Cp—>0 fir T —0.

6.3.15 Absolute und Empirische Temperatur

Die absolute thermodynamischen Temperatur haben wir bereits festgelegt. Die offene
Frage ist, wie dies mit unserer Temperaturskala (nennen wir sie 6), die z.B. durch die
Hohe einer Quecksilberséule gegeben ist, zusammenhéngt. Wir nehmen einen monotonen
Zusammenhang zwischen 7' und 6 an. Mittels der Maxwell-Relationen kann man zeigen:

1dT ov dP

—S - (S) (S5) =0

T do 90 ) , \0Q /,
dabei sind beide Bestandteile von f(#) experimentell bestimmbar. Die Losung dieser Dif-
ferenzialgleichung ist leicht und lautet:

T o exp (/ £(6) d9>

Die absolute Temperaturskala T ist also durch die empirische Temperaturskala 6 bis auf
einen freien Skalenfaktor C' festgelegt.

Man definiert das Kelvin als den 1/273.16-ten Teil der thermodynamischen Temperatur
des Triple-Punktes von Wasser, der also bei 273.16 K = 0.01 °C liegt. Daraus kann man
dann bei gegebenen Druck das Volumen usw. bestimmen, wodurch man die Boltzmann-
Konstante erhélt.

6.3.16 Phasendiagramme

Ein Phasendiagramm hat tiblicherweise die Form:

Druck P

Kritscher Punkt

fest

Tripelpunkt

gasformig

\

’ Temperatur T’

Abbildung 6.1: Abb. 1: schematisches Phasendiagramm fiir Wasser
8Es gilt z.B. Cy = T(dS/dT)v..
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Dabei nennt man die Kurve zwischen der Gas- und der fliissigen Phase die Verdamp-
fungskurve, Die zwischen der festen und der Gasférmigen Phase Sublimationskurve
und Die zwischen der festen und der fliissigen Phase Schmelzkurve. Oberhalb des kriti-
schen Punktes lassen sich flissige und gasformige Phase nicht mehr unterscheiden. Am
Tripelpunkt liegen alle drei Phasen gleichberechtigt vor. Die nétige Energie um vom
festen in den fliissigen Zustand tiberzugehen nennt man auch latente Warme.

Das obige Phasendiagramm zeigt die Anomalie fiir Wasser: Bei steigendem Druck bei
gleichbleibender Temperatur gibt, ist die fliisssige Phase der festen bevorzugt. Fur die
meisten anderen Materialien ist diese Kurve nach rechts geneigt.

Phasenkoexistenz

Wir betrachten ein System mit n verschiedenen (nicht wechselwirkenden) Stoffkomponen-
ten und r Phasen (p). Dabei gelten folgende Gleichgewichtsbedingungen:

o T, P muss fir alle Komponenten und Phasen gleich sein.

s muss innerhalb aller Komponenten fiir jede Phasen gleich sein. Dies ergibt n-(r—1)
Gleichungen fiir die yi”

Der erste Punkt ist bereits aus der Ensembletheorie bekannt. Im folgenden sind c,(f ) die
Anteile der Teilchen von Komponente k in Phase p:

N(P) n
C](gp) _ 2k N® — Z N]gp)'

k=1

Das ergibt r Gleichungen fir die c,(cp ) p=1..r

Zc,gp)zl, p=1.r.
k=1

Insgesamt liegen

2 +n-r Variablen
N——
TP c(p)
k

und
r+n(r—1) Bedingungen

fiir die Funktionen u,(f ) vor. Dies fithrt auf

Gibbs’sche Phasenregel: f=24n—-r

freie Parameter des Systems. Diese gilt auch, wenn nicht jede Komponente in jeder Phase
auftritt. Dabei gibt r.. = 2 + n die maximale Anzahl koexistierender Phasen an. Fur
nur eine Stoffart n = 1 mit » = 3 Phasen konnen somit maximal 3 Phasen koexistieren,
dann ist aber f = 0 und somit sind keine Parameter mehr wahlbar: Der Raum fiir die
Koexistenz ist ein Punkt, also der Tripelpunkt. Koexistieren 2 Phasen, so ist f = 1 und
der Koexstienzraum ist eine Kurve, wie z.B. die Verdampfungskurve. Bei nur 1 Phase ist
f =2 und der Raum eine Flache.
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Clausius-Clapeyron-Gleichung
Bei der Koexistenz zweier Phasen (A und B) gilt entlang einer Kurve P.(T):

dM(A) dM(B)
(T, P.T)) = n'®N(T, P.(T =
Mit der differentiellen Gibbs-Duhem-Relation folgt daher:
N dpP, N dP,
ATt T BT BT

entlang der Phasenkoexistenzkurve, wobei s; = S;/N; und v; = V;/N; das spezifische
Volumen und die spezifische Entropie ist. Dadurch gilt:

- ch 1 2101
Clausius-Clapeyron-Gl.: = = T vl — !

wobei @, die molare latente Wérme ist und v*°' die molaren Volumen der beiden Pha-
sen sind. Dabei konnen all die Groflen auf der rechten Seite noch von der Temperatur
abhdngen. Die Linkskriimmung der Verdampfungskurve von Wasser kann also durch die
Volumenanomalie vq < vgst. erklart werden.

6.3.17 Van-der-Waals-Zustandsgleichung

Die Van-der-Waals-Gleichung ist die einfachste Theorie, die die Koexistenz der fliissigen
und gasformigen Phase, sowie den kritischen Punkt beschreibt. Hierzu betrachten wir ein
klassisches System mit einem Wechselwirkungsterm U (|x; —x;|) := U(r) in der Hamilton-
funktion. Wir nehmen an dass diese Wechselwirkung eine Kombination aus einem attrak-
tiven Potenzial w(r) fir » > ¢ und einem Hart-Schalen-Potenzial (unendliche Grenze <>
Pauli-Prinzip) Uys fiir 7 < o besteht. Die Berechnung der kanonischen Zustandssumme
fithrt auf die Integrale

I </ FE 3 —HS) « [ 32y ... Baye He 2 wllxi—x; /24T
= T ...d"xrye
' N fd3£€1 ...dgﬂﬁN e~ HS

wobei HS = 3~ Uns(|x; — x,|)/kT. Zunéchst ist eine sinnvolle Abschétzung:
/d3a:1 o Brye S a (V — V’)N, mit V' =bN.

Fiir den zweiten Faktor nimmt man an, dass der Abstand zwischen den relevanten Part-
nern grofler ist als o und kleiner als die typische Wechselwirkungslénge ist:

N -1 3 o -
D= xl) » 5= [ & ulx) = (V= .

Dies nennt man auch Molekularfeldndherung. Mit w = —2a/V', a = | [ d®w(x)|/2 erhélt
man:

(V - Nb>N N2a/(VET
Z(T,V,N) = it o/ (VFT)
ANV NI
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a und b werden jetzt als materialspezifische Parameter betrachtet. Dadurch erhilt man
in der Stirling Niherung N! = NVe=V:

kKTN NZ2a 3 N3a
= - FE=-NET — —.
V — Nb V2’ 2 V

P

Die thermische Zustandsgleichung nennt man unter Verwendung des spezifischen Volu-
mens v = V/N auch die:

kT a
v—>bv 0%’

van-der-Waals Zustandsg].: P =

Dabei nennt man b das Kovolumen und a den Kohasionsparameter. Fiir hohe Tempe-
raturen sind Isothermen im P-V-Diagramm monoton fallende Kurven, analog zum idealen
Fall. Bei der kritischen Temperatur erhédlt man jedoch einen Sattelpunkt! Diesen erhélt
man zu:

a

8 a
Ve 3b ) C c 27b2

27b°

Dadurch erhalt man den universellen Wert:

Fiir noch niedrigere Temperaturen erhalt man eine geschwungene Kurve mit Minimum
und Maximum, sodass der Sattelpunkt zu einem echten Wendepunkt wird. In diesem

Bereich gilt jedoch:
(9P>
— ] >0,
(8 Vi)r

sodass kp < 0 was den Fluktuations-Response-Theoremen widerspricht. Es liegt also in
dieser Form kein thermodynamisch stabiles System vor. Um dieses Problem zu umgehen,

interpretiert man diesen Bereich als Koexistenzbereich der gasférmigen und fliissigen
Phase.

Maxwell-Konsturktion

Offenbar beschreibt der Wendebereich der Van-Der-Waals Zustandsgleichung kein zulés-
siges thermodynamisches System. Wir interpretieren diesen Bereich als die Koexistenz
von zwei Phasen (gasformig, fliissig) unterschiedlicher Dichten. Um nun passend zu
interpolieren, betrachten wir die spezifische freie Energie (wir betrachten das System ja
bei konstanter Temperatur) f(7,v) = F(T,V)/N, sodass:

__(9r
P‘(av>T
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was sich auf f(7,v) integrieren lasst. Betrachten wir nun den heterogenen Zustand zweier
V;—U

Phasen mit den relativen Stoffmengenanteilen ¢; = *==. Die freie Energiedichte ist dann
insgesamt durch:

h=cfi+cf

Ausgehend von Uberlegungen beziiglich der Betrige zu P nach der obigen Abbildung ist
eine Gerade, die so gewahlt wird, dass F} = F; gilt die beste Wahl, um die freie Energie-
dichte zu minimieren! Die Punkte A und B liegen immer eben genau bei den spezifischen
Volumina v; und vy der beiden Phasen.

Je naher man der kritischen Temperatur 7, kommt, umso geringer wird die Breite dieser
Interpolationsgerade, bis sie bei T, genau verschwindet. Projiziert in die P-T-Ebene er-
halten wir genau das Verhalten, welches wir im Phasendiagramm am Beginn von 6.3.16
gesehen haben.

Der kritische Punkt
Durch Betrachtung der sog. reduzierten Variablen P, = P/Pgs, vg = v/v., T, = T/T.,

erhalt man aus der Van-Der-Waals-Gleichung eine dimensionslose Gleichung:
8L 3
3, -1 02

T

Entlang v = v, erhalten wir dann:

T 1
~ 6P.(T—T.)

RT

Die Kompressibilitat divergiert also in der Nahe des kritischen Punktes. Das heifit es lie-
gen sehr hohe lokale Fluktuation der Teilchendichte vor! Dies erzeugt zudem eine
erh6hte Lichtstreuung, die man auch die kritische Opalesenz nennt. Die spezifischen
Volumen der verschiedenen Phasen nihern sich dabei proportional zu |7, — 1|*/? an. Den
auftretenden Exponent nennt man auch den kritischen Exponent, der sich aus unserer
Mean-Field Theorie zu 1/2 ergeben hat. Experimentell erhilt man aber einen Wert von
0.326. Diese korrekten Werte vorherzusagen benotigt man deutlich aufwandigere Metho-
den der Renormierungsgruppentheorie.

6.3.18 Chemisches Gleichgewicht und Massenwirkungsgesetz

Eine wichtige Anwendung der statischen Physik bzw. der Thermodynamik sind die che-
mischen Reaktionen. Das Standardbeispiel ist die Ammoniaksynthese:

Ny + 3H, = 2NH;.

Diese Reaktion ist eine Gleichgewichtsreaktion, was durch die Doppelpfeile symbolisiert
wird. Ziel der Synthese ist es dieses Gleichgewicht auf die rechte Seite zu Driicken.

Fiir die rein mathematische Betrachtung ist es praktisch alle Produkte und Edukte auf
eine Seite der Gleichung zu schreiben. Dann ist eine allgemeine Chemische Reaktion mit
n Partnern A; und stochiometrischen Koeffizienten v;:

j=
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Dabei ist v; > 0 fir die Produkte und v; < 0 fiir die Edukte. Wir betrachten nun eine
Reaktion in der Gasphase. Einstellbare Parameter sind 7" und P. Das zugehorige Potenzial
ist dann die freie Enthalpie G = G(T, P, Ny, .., N,,). Da T und P von aufen vorgegeben
sind, gilt:

(dG)rp =) p AN;.

j=1
Im Gleichgewichtszustand ist dG = 0. Dies liefert eine Bestimmungsgleichung fiir die p;.
Die Anderungen dN; sind aber gemif der Reaktionsgleichung abhéngig von: (hier nur
z.B. zu Ny)
Vi
de = 7dN1 X Vj.
V1

Somit folgt insgesamt die Stabilitdtsbedingung des chemischen Gleichgewichtes:

Zujuj:O e He‘ujyjzl.

Jj=1 J=1

Weitere explizite Berechnung benétigt zusatzliche Informationen iiber die Reaktionspart-
ner.

Gemisch aus Idealen Gasen

Dazu betrachten wir die Reaktionspartner als ideale Gase mit den Zustandsgleichungen
P; = N;kT/V, j = 1,...,n. Der Gesamtdruck lautet P = NEKT/V = 3 P;. Dies nennt
man auch das

Dalton Gesetz: Jede Komponente eines Gases tragt einen Partialdruck P; = ¢;P,
wobei ¢; = N;/N mit N =Y N;, zum Gesamtdruck bei.

Man kann zeigen, dass fiir ein ideales Molekiilgas mit zusétzlichen Rotations- und Schwin-
gungsfreiheitsgraden bei Ty << T << Ti, gilt:

pj = B — cp T In(kT) — kT¢; + kT In(P;)

mit einem elektronischen Beitrag E;’l, der spezifischen Warme pro Molekiil cp; und einer
chemischen Konstante (;(7yot). Ersetzt mach nach dem Dalton-Gesetz hier P; = ¢; P und
verwendet die Stabilitdtsbedingung so ergibt sich:

Massenwirkungsgesetz: II¢ = K(T,P),
J

wobei K von den Materialeigenschaften aber nicht mehr von den Konzentrationen ab-
hangt. Dabei gilt:

K(T, P) x e—AE/KT . TAcp/k . P—Al/
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wobei AA die iiber die stochiometrischen Koeffizienten gewichtete Grofie ist (z.B. AE =
Zquj‘?l und Av = Y ;). Dass dieses Massenwirkungsgesetz eine Moglichkeit zur Be-
stimmung der Ubergangsmenge von Produkten zu Edukten ist, wird klar, wenn man
umschreibt:

[1 ¢ =kKTP) JJ &

Produkte Edukte

Allgemein nennt man dies auch das Prinzip des kleinsten Zwanges:

o Bei Temperaturerhohung verschiebt sich das Gleichgewicht in die Richtung in der
die Energie am besten aufgenommen wird, d.h. auf die Seite auf der ¢, grof} ist oder
die frei werdende Energie AF Kkleiner ist.

o Bei Druckerhohung verschiebt sich das Gleichgewicht in Richtung des geringeren
Volumens, also geringerer Teilchenanzahl (Molekiile haben typischerweise ein viel
kleineres Volumen pro Atom als freie Atome).

6.4 Ideale Quantengase

Wir mochten nun die thermodynamischen Eigenschaften von nicht wechselwirkenden
Quanten-Vielteilchensystemen untersuchen. Der grofite Unterschied zu klassischen Syste-
men ist die Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen, die sich auf mogliche Energie-
zustande auswirkt. Bei hohen Temperaturen kann man ideale Quantengase wieder recht
gut als klassische Gase betrachten.

6.4.1 Fockraum
Periodische Randbedingungen

Wir betrachten zunéchst ein einzelnes Teilchen in einem Volumen V = L?. In der Quan-
tenmechnaik haben wir typischerweise mit offenen Randbedingungen gerechnet, sodass
am Rand des Integrationsvolumens (meistens r — oo) die Wahrscheinlichkeitsdichten
verschwinden. Der Hamiltonoperator fiir ein solches Einteilchensystem ist:

p2
Hy = — + V(Wand)

2m
Freie Randbedingungen sind nicht die einfachste Beschreibung, die wir wéhlen konnen.
Da spéter im thermodynamischen Limes die Randbedingungen keine Rolle mehr spie-
len wahlen wir sog. periodische Randbedingungen, d.h. fiir die Wellenfunktion eines
Teilchens gilt:

(x + Lei ) = (x[¢).

Diese Randbedingungen haben den Vorteil, dass es gar keinen expliziten Rand mehr gibt.
Da der Rand eines solchen Systems gegeniiber seinem Volumen klein ist, spielt das fiir
die tatséchlichen Ergebnisse keine Rolle. Auch der 1-Teilchen Hilbertraum des obigen
Operators muss den Spin beriticksichtigen:

lq) == |p, ms) = |P) ® |ms) € Horbit ® Hspin = Ha
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mit der Energie

€, =€, = 1
q P 2m
und den Ortswellenfunktionen:
1 .
x) = (x — 76—1p~x/h )
Yp(x) = ( p) JV
Damit die periodischen Randbedingungen erfiillt sind, muss aber gelten:
orh [
P=—F 1|V, v; € Np.
L "

Fir V' — oo geht also der Abstand zweier benachbarter Impulse gegen 0. Das Volumen
eines Impulszustandes ist dann durch:

A?) —_ (27TFL)3 — h73

% Vv

gegeben. Dies entspricht genau dem Faktor die wir bereits frither in der klassischen En-
sembletheorie verwenden mussten.
Als Basis des Einteilchen-Hilbertraumes 7; haben wir somit eine abzidhlbare Menge von
Zusténden.

Verallgemeinerung auf N Teilchen

Fiir ein System aus N Teilchen ist der Hilbertraum zunéchst durch das n-fache Tensor-
produkt des Einteilchen-Hilbertraumes gegeben. Dabei ist

N

2
p.
Hy =Y ="+ V(Wand).

Eine Basis von H ist dann die Menge der Produktzustiande
V) ® ... @ [¢™)

mit [¢¥)) € {|q1),|g2), ...} fiir j = 1,..., N. Fiir identische ununterscheidbare Teilchen
miissen physikalische Zustande nach einem der Postulate der Quantenmechanik sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch unter Permutation der Teilchenindizes sein. D.h.
wir miussen in Hy Zustande der Form:

N P
b (P(1)) (P(2)) (P(3))
N1 ZED ) 0 1) 5 o g )
betrachten, wobei P alle N! Permutationen der Zahlenfolge 1...N durchlauft. Der Expo-
nent P ist die Anzahl an zweier Vertauschungen (Transpositionen) aus der die Permutation
hervorgeht. Hierbei gilt + fir Bosonen und — fiir Fermionen. A ist ein Normierungs-
faktor:




wobei n, € Ny die Anzahl der Teilchen im Einteilchenzustand |¢) angibt. Man nennt dies
auch die Besetzungszahl. Fiir Fermionen gibt es offenbar keine vollsténdig antisymme-
trischen Zustande, fir n, > 1 ist. Das nennt man auch das Pauli-Prinzip. Die Summe
iber alle ny, muss natiirlich N sein:

an:N.
q

Jeder der vollstandig symmetrische oder antisymmetrischen Zustéande ist eindeutig gege-
ben, wenn fir jeden Zustand |¢) die Besetzungszahl n, gegebene ist. Daher bezeichnen
wir die Zustdnde mit:

[9) = [y, 145, ) -

Der Hamiltonoperator wirkt dann insbesondere wie:

Hlu) = @ i) 19

N
=E

Aus der Quantenfeldtheorie folgt aus griinden der Erhaltung der Kausalitat zudem das

Spin-Statistik- Theorem: Teilchen mit ganzzahligem Spin (5) sind Bosonen und Teilchen

mit halbzahligem Spin sind Fermionen. Da sich bei zusammengesetzten Zustinden /

Teilchen die Spins addieren sind z.B. zwei Fermionen zusammen ein Boson, wie z.B. das

H-Atom.

Fock-Raum

Wir méchten nun gerne im groflkanonischen Ensemble arbeiten, da es i.A. schwierig ist
fiir eine fixe Teilchen zahl die Besetzungszahlen zu bestimmen. Daher betrachten wir als
,Trick® das groSkanonische Ensemble mit chemischem Potenzial und erhalten N (T, V, 1)
und rechnen im thermodynamischen Limes zuriick auf u(7,V,N). Unser verwendeter
Hilbertraum muss nun alle Teilchenzahlen beinhalten. Dieser heifit

Fock-Raum: HE=Ho® Hi & ’Hét &) ’Hf D ...

mit + fiir Bosonen und — fiir Fermionen. In der Besetzungszahldarstellung gilt also:

Bosonen: H" = {|ng,ng, ...)| ng; =0,1,2...}
Fermionen: H~ = {|ng,,ng, -} ng;, = 0,1}
Dadurch, dass wir die n,, beliebig lassen ist die Teilchenzahl frei. Dabei ist |0,0, ...) := |0)
der Vakuumzusstand und |0,0,...,0,1,0,...0) := |g;) der Einteilchen-Zustand.

6.4.2 Groflkanonisches Potenzial und Verteilungen

Die grolkanonische Zustandssumme lésst sich dann berechnen durch:

Zg=)_ Try [G_B(H_MN)] = > > CXp [_B <Z €qTq — /‘ZHQN
N=0 N=0 \ng, ,ngy,... s.d. anZN q q
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Dabei muss gelten: 3, n, = IV, weshalb die einzelnen Summen (ohne die Summe iiber ')
nicht mehr entkoppelt. Da aber zusatzlich iiber N summiert wird, sind alle Kombinationen
von n,, moglich, sodass die Bedingung wegfallt und mit ihr die Summe tber N:

Zag = Z exp l_ﬁ Z (€q — 1) nq]

Diese Vielfachsumme lésst sich in das Produkt der Einzelsummen zerlegen. Dann erhélt
man fiir Bosonen mittels der geometrischen Reihe und fiir Fermionen (n, € {0,1}):

T = I, ( m ) fiir Bosonen .
Hq [1 + eXP(—ﬁ(Eq — ,u)ﬂ fir Fermionen

Im Folgenden werden oft zweizeilige Gleichungen (4-Zeichen) auftreten, wobei die obere
immer fiir Bosonen gilt und die untere fiir Fermionen. Das groflkanonische Potenzial
erhélt man entsprechend zu:

O = i; Zln (1 F e_B(Eq_“))

Daraus erhalten wir den Erwartungswert der Gesamtteilchenzahl zu:

1
N = zq: eBleg—n) F1 = Zq:nB/F’

wobei man bezeichnet:

1
eBlea—n) — 1
1
eBlegtn) 41

Bose Verteilung: np =

Fermi Verteilung: np =

Uber einen Ableitungstrick mit dem Logarithmus kann man zeigen, dass np /F eben die
mittlere Besetzungszahl des Einteilchenzustandes zur entsprechenden Energie ist.
Da die mittlere Besetzungszahl nicht negativ sein kann, muss gelten:

fiir Bosonen: p < mqin{eq} .
Auflerdem ist diese Bedingung noétig um iiberhaupt die geometrische Reihe bei der Be-

stimmung der Bose Verteilung verwenden zu konnen. Die mittlere Energie erhalt man
entsprechend aus dem Erwartungswert beziiglich der Besetzungsazahlen:

E=FE=>Y ¢ng)
q
Im klassischen Grenzfall gehen beide Verteilungen in die Boltzmann Verteilung tiber.
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6.4.3 Thermodynamischer Grenzfall und Einteilchenzustands-
dichte

Man kann die Ausdriicke fiir N, E und ¢ auch in Integralformen tiberfiihren. Allgemein
ist eine GroBle A(e,) unter der Annahme, dass €, = ¢,(p) unabhéngig von den Spins ist:

3 Aleg) = 2 5 3 AAley).

Wir betrachten hier einen Einteilchenzustand, d.h. p € R?. Der Faktor g, = 25 + 1
beschreibt die Spin-Entartung. A3 = (27h)3/V = Ap haben wir kiinstlich eingefiigt. Im
thermodynamischen Limes fiir V' — oo kann man diesen Ausdruck als Riemann-Integral
auffassen, sodass:

Y Ale) = gyt [ A(e).

q

Héufig héngt €, nur vom Betrag des Impulses ab, sodass man Kugelkoordinaten verwenden
kann: d®p — 47 dp. Im nichtrelativistischen Fall ¢, = p?/2m kann man dies durch eine
Substitution umformen in:

gsVm?/?

(E—pz> = %:A(eq)%\/w/ooofl(e)\/gde.

- 2m

Héufig betrachtet man auch anstatt der Energie € den dimensionslosen Parameter x = [e.
Dann erhélt man beispielsweise:
N 1 2gy [ N3

V:Eﬁ 0 xexz—1$1
mit der thermischen Wellenlinge Ay und der Fugazitit z = . Der Faktor /e beschreibt
eine Gewichtung der Energiezustinde, also im Prinzip eine Erhohung der Anzahl an mog-
lichen Zustinden zur jeweiligen Energie. Dies fiihrt auf den Begriff der Zustandsdichte.

(6.18)

Zustandsdichte - Density of States (DOS)

Die Einteilchenzustandsdichte ist durch

() = Sl ) = (s [ Aol

gegeben. Damit lasst sich umschreiben:

gsV gsV >

(27h)? /d3p Aley) = (2nh)? /OOO de/d3p A(e)o(e, — €) = gS/O A(e)g(e) de

Fiir nichtrelativistische Dispersion ist die Einteilchenzustandsdichte in 3D durch:

2 3/2
D Vm
E=— = = —
( 2m> 9(e) V2m2h3 Ve
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gegeben, die fir Bosonen und Fermionen gleich ist (muss sie ja auch, da sie eine Einteil-
chenzustandsdichte ist). Damit kann man die Energie und die Teilchenzahl umeschreiben
zu:

[e.e]

E= gS/O enp/pg(e)de, N = gs/o np/r g(e) de.
Analog erhélt man fiir das grofSkanonische Potenzial:

gsVm?/? oo
e A —
V2m2h3 5 Jo

Dies lasst sich mittels Partieller Integration umschreiben zu:

¢ = de /e In (1 F 6_5(5_“)) :

b= — 4gsV /
RNV Y] e :Fl

Da das ideale Quantengas ein homogenes System ist, folgt mit ¢ = —PV:

2
PV ==<E
3 7

wie fur ein klassisches Gas.

6.4.4 Klassischer Grenzfall

Bei hohen Temperaturen gilt: z = e’* << 1. Klassisches Verhalten erwarten wir fiir
M. << V/N. Das ist dquivalent zu: Ay << (V/N)¥?, was sich interpretieren lisst als:

Man erwartet klassisches Verhalten, wenn die Delokalisierung, gegeben durch Ap
sehr viel kleiner als der mittlere Abstand der Teilchen 1//p ist.

Aus Gl. 6.18 erhélt man dann, nach einer Entwicklung um die Fugazitit in fiihrender
Ordnung (Virialentwicklung):

1 ze ¥

etz 1l F1 1 Fze

=ze (1 4+ 2ze7" + O(2?))
das Integral:

Oooexz\/f:':ldx%zr‘@/%:l:z 231/2F(3/2)+O(z3)’ F(3/2):\/2%

Damit kann man nun Gl. 6.18 iterativ nach z auflosen und erhélt:

NN 1 (AN A\
b= 2T o T o) T
gV 232\ g,V V/N
Damit erhéalt man den Fall des idealen klassischen Gases fiir g; = 1 erster Ordnung. Analog
gehen wir fiir das grolkanonische Potenzial vor, wobei das Integral leicht verschieden ist
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(die Argumente der I'-Funktion weichen ab) und erhalten unter Verwendung der Fugazitat
von oben:

PV = —¢ = NkT

AN AN 2
1 T T
:ngsvm( & )

Das heifit es folgt der klassische Grenzfall fiir A3 >> V/N. Fiir Fermionen ist der Druck
im Gegensatz zu Bosonen leicht erhéht, was aus dem Pauli-Prinzip (Fermionen), bzw. der
sog. Clusterbildung (Bosonen) resultiert. Dies nennt man auch die Austauschkorrektur.

6.4.5 Das entartete Fermi-Gas

Wir betrachten nun das Verhalten eines Gases von Fermionen im thermodynamischen
Limes in verschiedenen Grenzféllen.

Grundzustand

Im Grundzustand, also fiir sehr kleine Temperaturen T — 0, werden die Impulse suk-
zessive, dem Pauli Prinzip folgend, aufgefiillt, was die Fermi Kugel (im Impulsraum)
ergibt:

Vv P 6 1/3
— _ 3 Fo_ _ 2
N=g Y 1 _gS(QWh)?’ /d pO(pr—p) < =kp = <7T n>

P<pF h 9s

mit n = N/V. Dabei nennt man pr auch den Fermi Impuls. Daher erhédlt man im
nichtrelativistischen Fall die Fermi Energie: ez = p%/2m. Daraus lisst sich dann die
gesamte innere Energie durch:

9sV / 3 3
E(T=0)= d O(pr —p) = —epN 6.19
bestimmen. Hieraus erhdlt man auch einen Druck fiir 7" = 0, den man daher auch Ent-
artungsdruck. nennt. Dieser Druck stabilisiert u.U. einen Stern bei seinem Gravitativen
Kollaps.

Tatsachlich ist fiir den Grenzfall T — 0 die Fermi-Verteilung annahernd eine Stufenfunk-
tion:

Jim np(e —p) = O —¢).

Bei T' = 0 entspricht dem chemischen Potenzial also genau der obigen Fermi-Energie.

Niedrige Temperaturen

Bei niedrigen Temperaturen weicht die Fermi-Verteilung nur leicht von der Stufenform ab.
Bei Raumtemperatur betragt diese Aufweichung ~ 2k7T =~ 50 meV. Die Integrale die oben
besprochen wurden lassen sich fiir kleine Temperaturen entwickeln. Diese Entwicklung
muss im Rahmen von asymptotischen Reihen verstanden werden. Diese Naherung heift
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auch die Sommerfeld-Entwicklung. Hierzu betrachtet man nur den fiihrenden Term,
fiir den man das Integral:

e® w2

doat—" =T
/R e 12 3

Dadurch erhélt man den Zusammenhang;:

U= €p (1 - 7; (lzf) +(’)(T4)) :

Das Chemische Potenzial sinkt also fiir wachsende Temperaturen gegeniiber er. Ana-
loges erhalten wir fiir die Energie:

3 5 kT >
E=:>5N 1+ —72 | — ™1 .
z 6F< + 5" <6F> + O( ))

Dies ist mit Gl. 6.19 kompatibel. Daraus folgt zudem:

w2 T €F
Cy = —Nk— Tr=—.
V= Ty F=
Fir grofle Temperaturen erreichen wir geméfl dem Virialsatz 3/2kgT. Dabei ist Cy fiir
tiefe Temperaturen niedriger, da nicht alle Freiheitsgrade weit iiber der Fermi-Kante an-
geregt werden konnen. Analoges gilt fiir den Druck. Fir die Entropie finden wir in
Einklang mit dem 3. Hauptsatz aus der Gibbs-Duhem-Relation:
2

T T
=kN—— T3).
S 5 TF+O( )

6.4.6 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten nun ein ideales Bose-Gas (der Ubersichtlichkeit halber mit g, = 1. Hier
gilt im Gegensatz zu Fermionen das Pauli-Prinzip nicht. D.h. der Grundzustand lautet:

<np:0>T:0 = N .

Nun wollen wir das Verhalten fiir kleine aber reale Temperaturen betrachten, d.h. wir
untersuchen die sog makroskopische Besetzung:

(np=0)r<1, 0 N

des Grundzustandes unterhalb einer bestimmten kritischen Temperatur. Diesen Ubergang

nennt man Bose-Einstein-Kondensation. Wir gehen hierbei von einer quadratischen Di-

spersionsrelation aus. Es interessiert der Teilchenanteil, der im Kondensat ist, d.h.
<np:0>

c= =0l
" %

Dazu werden Integrale wie in 6.4.3 fiir NV betrachtet. Diese lassen sich nicht elementar
l6sen, aber durch (- und I'-Funktionen ausdriicken. Fiir Temperaturen unterhalb der kri-
tischen Temperatur erwarten wir, dass die Fugazitiat z = 1 ist damit n konstant bleiben
kann. Man erhélt:

B 2 h?

T. = ——
ka

(3/2)72/3 n72/3 o )\TC ~ n71/3
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Der Ubergang zur Bose-Einstein Kondensation findet also an dem Punkt statt, an dem
der Uberlapp der Ortswellenfunktionen der einzelnen Teilchen spiirbar wird, sodass quan-
tenmechanische Effekte zu erwarten sind.

Nun ist das Problem, dass fiir noch kleinere Temperaturen fiir erhaltene Teilchendich-
te z > 1 gelten miisste, s.d. g > 0 und somit ng(E — p) < 0 was unphysikalisch ist.
Das Problem ist, dass die Zustandsdichte des thermodynamischen Limes aus 6.4.3 fir
quadratische Dispersionsrelationen den niedrigsten Energiezustand (e = 0) auf-
grund des g(€) x /e Verhaltens nicht beriicksichtigt. Um dieses Problem zu beheben
wird im Thermodynamischen Limes nun der Grundzustand separat behandelt:

1 V

N = (np=o) + >_ nv(e,—p) = —+t /(2.
z 1 )\T
4,670 —_———
=n.V =n'V

Dabei ist f(z) wieder ein Integral vom bekannten Typ tiber Zustandsdichte und Bose-
Verteilung. Des kann man natiirlich auch auf das Volumen beziehen, um wieder Dichten
zu erhalten. Dabei betrachten wir die Teilchendichte im Kondensat n. und die angeregten
Teilchen n/. Wir betrachten zwei Grenzfélle:

e T > T, Im Thermodynamischen Limes fiir endliche Temperaturen kann n. ge-
geniiber n’ vernachldssigt werden, da z < 1 ist und der Term somit fiir grofie V'
verschwindet.

e T < T.: Unterhalb von T, kann n' nicht mehr grofl genug sein, um die Konstante
Gesamtanzahldichte n zu erhalten. Daher muss n, = O(1) und somit:

—O(N) = z=1-0(1/N).

Das heifit man kann in obiger Gleichung annéhern fiir n’ z = 1 ansetzen, sodass unter
Verwendung von 7. von oben folgt:

, 0, T>1Te
Ne=n-—n = 7 \3/2 .
(1—(%) >n T<Ts

Das chemische Potenzial ist dabei zundchst annidhernd 0 (z ~ 1) und wird dann im
klassischen Regime negativ. Man bezeichnet in einem solchen Phaseniibergang einen
Parameter, der uns angibt, in welcher Phase wir uns befinden als Ordnungsparameter;
hier ist er || = y/n./n.

Es handelt sich hier um einen Phaseniibergang eines nicht-wechselwirkenden
Systems! Thermodynamische Grofien in der Region T' ~ T, erhélt man am leichtesten
tiber die Energie, da fiir diese nur die angeregten Teilchen (mit z = 1) berticksichtigt
werden miissen. Erstaunlicherweise gilt fir T ~ T,:

T \%/? 3
Oy = 1.925 () Nk > >NkT
T 5
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Die spezifische Wérme hat tatsiachlich bei T, einen Peak, der von dem Phaseniibergang,
d.h. durch die Zufuhr von ,neuen Teilchen“? entsteht. Real messbare Effekt von Bose-
Einstein Kondensation kann man z.B. bei suprafluidem “He beobachten. Die Effekte
sind aber nicht nur auf die Kondensation zuriickzufiihren. Insbesondere folgen die nie-
derenergetischen Zusténde in *He einer linearen Dispersionsrealtion (dhnlich dem Debye
Modell) weshalb Cy- zunéchst nicht mit 7°*/2 wir im idealen Fall, sondern mit 7" anwiéchst.
Explizit konnte die Bose-Einstein Kondensation in ultra kalten Atomgasen untersucht
werden (mehrere Nobelpreise nach 1995).

6.4.7 Photonengas

Wir betrachten ein freies nicht wechselwirkendes Photonengas aus quantisierten Photonen
der Dispersionsrelation

€p = wWph = cp.

Zusétzlich betrachten wir einen weiteren Freiheitsgrad, die sog. Helizitét (~ Polarisie-
rung) mit den Werten A = +1'°. Unser Modell ist ein idealer Hohlraumstrahler einer
Temperatur T, der mit dem Strahlungsfeld, oder eben Photonengas, bei allen Frequenzen
wechselwirken kann. Damit lautet die kanonische Zustandssumme:

7 = Z exp (—ﬁZepnp,A) )
P,A

{np)\}

wobei np, \ die Besetzungszahl des Zustandes (p, A) ist. Dabei kénnen wir die Photonen-
anzahl selbst nicht festlegen, da durch die Wechselwirkung mit dem Hohlraumstrahler
standig Photonen emittiert und absorbiert werden. Die freie Energie ist unter Teilchen-
zahlschwankungen aber Minimal, also ist 4 = 0F/ON = 0. Das chemische Potenzial
verschwindet also.!! Somit sind hier kanonische und grofkanonische Zustandssumme
identisch. Diese Summe faktorisiert, wie so oft fiir nicht wechselwirkende Systeme, sodass
unter Verwendung der geometrischen Reihe gilt:

I[— 2
5 Ll —e e

Der Exponent 2 Stammt aus der Helizitatsentartung. Im thermodynamischen Limes unter
periodischen Randbedingung erhélt man wie schon in letzten Kapitel:

F= QkTg In (1 — e‘ep/kT) = (22‘7/:;5; /d3p In (1 — e_EP/kT)

Dieses Integral lasst sich analytisch Losen und man erhalt:

4
F:¢:-£VW

9Neu bedeutet aus dem Kondensat, diese konnten ja vorher keine Wirme aufnehmen.

10Es existierten links und rechts zirkular polarisierte Lichtwellen, bzw. zwei unabhéingige Polarisations-
richtungen.

HDies gilt auch fiir quasi Teilchen wie Phononen, Magnonen und Plasmonen
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mit der Stefan-Boltzmann-Konstante o = 72k*/60h3c?. Daraus folgt per Legendre-Transformation
die Energiedichte und spezifische Warmekapazitét:

4 16

0t o= 20,

c c
Das ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz. Allgemein gilt: Eine Warmekapazitiat o
T? beschreibt also relativistische / lineare Anregungszustinde . Da Photonen
Bosonen sind, kann man nun unter der Verwendung der Bose-Einstein Verteilung die
Anzahl der Moden in einem bestimmten Frequenzintervall bestimmen. Dazu betrachtet
man die Einteilchen-Zustandsdichte:

d3p Vo owrdw
=2 V———=V1 = =
g(p) <np,>\> (27Th)3 g<w)

Dabei tragt das Photon die Energie hw, also ist die Wahrscheinlichkeit die Mode zu w zu
besetzen identisch mit der Energie Energiedichte bis auf einen Faktor fw/V. Das hiefit:

SO YR ra——
23 enF — 1

h w3

Spektrale Energiedichte: u(w) = T?’Tl
TeC 6171“ J—

Dies ist das Plancksche Strahlungsgesetz. Daraus erhélt man als Maximum das Wien-
sche Verschiebungsgesetz und fiir iw >> kT das klassische Rayleight-Jeans-Gesetz inklu-
sive seiner Ultraviolettkatastrophe. Dieses erhilt man auch direkt aus klassischen Uber-
legungen mit dem Gleichverteilungssatz. Durch Betrachtung der Energie, die in einen
bestimmten Bereich abgestrahlt wird erhalt man das

Schwarzkorper-Strahlungsgesetz: P = 0 AT* .

Dabei ist P die insgesamt abgestrahlte Leistung.

6.4.8 Phononen

Nun wollen wir noch die Gitterschwingungen eines Kristalls untersuchen. Dazu betrachten
wir in erster Naherung eine Kette aus Teilchen, die harmonisch an ihre néchsten Partner
gekoppelt sind. Dann lautet der Hamiltonoperator mit der Position u; des j-ten Teilchen
relativ zur Gleichgewichtslage:

H = Z—u —i— —ujq)?.

Wir verwenden wieder periodische Randbedingungen, s.d. u; = ;4. Durch Einfiihrung
der sog. Normalkoordinaten(Impulse) Qy(Py)

I 1
Us = —— eikaj ’ = elajpj
SN R

mit dem Gleichgewichtsabstand a, erhalt man:

H= Z( PP
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mit der Dispersionsrelation

Wi = 2\/£\Sinka/2\.

Dabei ist k zwischen —m/a und 7/a eingeschrankt, da aufgrund der periodischen Rand-
bedingungen exp(ikaN) = 1 gelten muss. Dadurch erhalten wir N-Moden in der Kette.
Quantenmechanik

Ausgehend von dieser klassischen Beschreibung fassen wir jetzt die Variablen u; und p;
als Operatoren auf, wobei sie die Vertauschungsrelation [u;, p;| = ihd;;, woraus folgt:

(Qk, Py] = ihdg,_p , [Qr, Qu] = [Pk, Pv] =0.

Dabei ist Q) = Q_x und P} = P_;. Wie schon beim Harmonischen Oszillator kann man
die Qi und P, durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken:

h

2wm

ﬁwkm
2

Qr = (ax +ay), P, =—i (ax —al})

woraus die kanonische Form des Hamiltonoperators folgt:
1 i
H:thdk(nk+2>, N = apag -
k

Dabei erfiillen die Erzeuger und Vernichter: [ag, al,] = 6 und [ag, ap] = [axt, al] = 0.
Die Normalmoden sind unabhingig voneinander. Die Anregungszusténde der Nor-
malmoden mit der Energie €, = hw;, fasst man nun als Quasiteilchen, sog. Phononen,
die eine innere Eigenschaft des Gitters sind, auf. Es ldsst sich fiir ein Ensemble von har-
monischen Oszillatoren zeigen, dass (relativ zur Nullpunktsenergie) gilt:

1
E= kaT == Zepn(ep) .
k exp (ﬁ) -1 P

Diese Methode nennt man auch die kanonische Quantisierung. In drei Dimensionen
ergebe sich komplizierteres Modenverhalten:

Es gibt 3 akustische und 3(r — 1) optische Zweige / Moden fiir einen
Kristall von » Atomen pro primitiver Einheitszelle. Insgesamt gibt
es 3N Schwingungsmoden.

Debye Modell

Das Debye Modell liefert eine Néaherung solche Systeme bei kleinen Temperaturen zu
betrachten. Dazu nehmen wir eine lineare Dispersion (also nur akustische Zweige) von
wr = ¢k mit der Schallgeschwindigkeit ¢, an. Da die Anzahl an Moden auf 3N limitiert
ist, muss es eine Abschneidefrequenz (Debye-Frequenz) wp geben fiir die gilt:

3/ 3 gw)dw =3N & wp=(672n)",.
0
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Dabei ist die Annahme einer Zustandsdichte von g(w) = Vw?/272%c3, also fiir lineare
Dispersion ist natiirlich eine recht grobe Naherung. Fiir die Energie erhalt man, erneut
relativ zur Nullpunktsenergie:

2w2c3h?

de, r=-——.

3VEk, T /f”D 23 hw
0 et —1 ]CBT

und xp = x(wp).
o Fiir niedrige Temperaturen lisst man zp — oo und erhalt:

EocT?, Cy o T?.

o Fiir hohe Temperaturen nahern wir im Integrand e* ~ 1 4+ x und erhalten:
EQSN]{?T, OV:?)N]CD,

was auch der Gleichverteilungssatz ergeben hétte (3 Schwingungs- und 3 Translati-
onsfreiheitsgrade).

Einstein Modell

Das Einstein Modell nimmt noch einfachen an, dass es nur eine einzige Mode im System
gibt, aus der sich die Energie sofort ergibt. Dadurch sinkt die spezifische Wéarmekapazi-
tdt noch starker ab, da die Anregung bei niedrigerer Temperatur nicht nur algebraisch,
sondern exponentiell unterdriickt wird. Solche Phanomene der exponentiellen Un-
terdriickung der Responsefunktionen nennt man aktiviertes Verhalten. Dies tritt
immer auf, wenn in einem System Anregungsliicken existieren.

6.4.9 Phaseniibergiange

Wie bereits bei der Bose-Einstein Kondensation und beim klassischen realen Gas ange-
sprochen gibt es in der statistischen Betrachtung der Physik sog. Phaseniibergange. Ein
weiteres Beispiel ist der Magnetismus, in dem die ferromagnetische Phase durch die par-
allele Ausrichtung der Spins erzeugt wird. Solche Phasentiberginge konnen zudem mit
einer sog. spontanen Symmetriebrechung einhergehen. Auch die Supraleitung kann
man als Phaseniibergang, bzw. eigene Phase beschreiben.

Spontane Symmetriebrechung

Ein einfach zu verstehendes Beispiel hierfiir ist das Ising Modell, bei dem der Hamilton-
operator die Spin-Spin Wechselwirkung enthélt:

H:_;Zjijo-i'aj_hzo-i~
i 7

Dieser Operator ist isotrop, d.h. es gibt keine bevorzugte Ausrichtung. In der ferroma-
gnetischen Phase, d.h. unterhalb einer bestimmten Grenztemperatur (vgl. Bose-Einstein
Kondensation) gibt es aber grofie Bereiche (Weis’sche Bereiche) in denen die Spins parallel
in eine bevorzugte Richtung ausgerichtet sind. Da diese Richtung beim Phaseniibergang
zufallig gewéhlt wird, nennt man dies auch spontan. Die Symmetrie ist dann insofern ge-
brochen als der Grundzustand, bzw. der ferromagnetische Zustand, eine Vorzugsrichtung
hat, obwohl der Hamilton-Operator diese nicht aufweist.

233



Ordnungsparameter

Als Ordnungsparameter versteht man eine Grofle, die in der geordneten Phase einen end-
lichen Wert annimmt und der in der ungeordneten Phase verschwindet. Bei der Bose-
Einstein Kondensation ist dieser z.B. n¢/n, beim Magneten die Magnetisierung

0H
M=—-(—).
(o)
Die zugehérige Antwort-Funktion, die die Anderung der Magnetisierung mit der Ener-
gie beschreibt, ist die sog. Magnetische Suszeptibilitit

Xx = )
OH )

wobei X z.B. die Temperatur oder der Druck sein kann. Solche Antwort-Funktionen sind
2te-Ableitungen der thermodynamischen Potenziale.

Entwickelt sich der Ordnungsparameter unterhalb von T¢ stetig, so spricht man von
einem Phaseniibergang zweiter oder héherer Ordnung, entwickelt er sich unstetig von
einem Phaseniibergang erster Ordnung.

Ubergangsordnungen: Man nennt einen Phaseniibergang n-ter Ordnung, wenn das
verwendete thermodynamische Potenzial eine Unstetigkeit in der n-ten Ableitung hat.

Daraus folgen die beiden obigen Fille. Allgemein gilt also fiir Phaseniiberginge:

Verhalten der thermodynamischen Potenziale beim Phaseniibergang: Das verwen-
dete thermodynamische Potenzial zeigt beim Phaseniibergang ein nicht-analytisches'?
Verhalten.
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