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Vorbemerkung

Diese Zusammenfassung habe ich auf Basis der Vorlesungen und Ubungen von Prof.
Melcher und seinen Mitarbeitern im Wintersemester 2016/17 erstellt. Der Stoff von
HM III hat sich seit dem, soweit mir bekannt ist nur marginal gedndert. Ich habe
diese Zusammenfassung nach bestem Wissen und Gewissen erstellt, kann aber na-
tiirlich nicht fiir Vollsténdigkeit und Fehlerfreiheit garantieren.

Bekannt aus HM I und II sollten die Differential- und Integralrechnung in einer
Dimension, sowie lineare Algebra sein.

Notation

In dieser Zusammenfassung werden Vektoren mit Fettgedruckten, nicht-kursiven
Symbolen wie x, sowie ihre Komponenten als x; bezeichnet. Es wird zudem nicht
die Einsteinsche Summenkonvention verwendet. Zudem werden (kartesische) Basis-
vektoren als e, bezeichnet. Der Multiplikationspunkt steht immer fiir ein Skalarpro-
dukt.



1 Vektorfelder und Differentialoperatoren

1.1 Vektorfelder

Fast immer nimmt man Definitionen auf offenen Mengen iiber dem R" vor, damit
man an seinen Variablen zwecks Differenzierung usw. ,,wackeln* kann.

Definition 1.1. Eine Abbildung
E(x): U —-R" (1.1)

heifst Vektorfeld auf U. Es ldsst sich schreiben als:
E= (B, Es, .. B,)' =) Epey. (1.2)
k=1

E heifst stetig differenzierbar genau dann wenn alle Komponenten E, stetig diffe-
renzierbar sind.

Ein Vektorfeld mit nur einer Komponente wird Skalarfeld genannt. Fiir Diffe-
rentialoperatoren, wie im nachsten Abschnitt 1.2 beschrieben spielt es eine wichtige
Rolle, ob es sich um ein Vektorfeld oder ein Skalarfeld handelt.

1.2 Differentialoperatoren

Wir unterscheiden hier im Kern zwischen drei verschiedenen Operatoren, die hier
nicht ausfiihrlich als Definition eingefiihrt werden. Natiirlich miissen die Felder, auf
die die Operatoren angewandt werden stetig differenzierbar sein. Sie werden im
Rahmen von HM III meist in 3 Dimensionen verwendet, lassen sich jedoch auch auf
hohere Dimensionen iibertragen:

« Gradient (angewandt auf ein Skalarfeld):

(00 Op Oy T_ " Oy
‘7¢>—— (i}xl’ aab,..w aa%1> -—-g;;;i;;ek (1.3)

« Divergenz (angewandt auf ein Vektorfeld):

" OF,
divF=V.-F=Y —"* (1.4)
i1 O
« Rotation (angewandt auf ein Vektorfeld F : R® — R3:
OFy _ 0Fy
Ox ox
ot F =V x F = | 25 _ o3 (1.5)
ory _ OF
8CE1 83:2

Im Folgenden werden nun noch einige andere Objekte und Verkettungen eingefiihrt.



Jacobi Matrix
Definition 1.2. Die Jacobi Matriz eines Vektorfeldes F(x) : U C R™ — R™ ist

gegeben durch:
o, - ()
axk jk

Somit ist die Jacobi Matrix eine Abbildung von dem R™ in den R", also eine
eine n X m-Matrix. Sie muss aus der Definition der linearen Approximierbarkeit
auch in den Selben Raum abbilden wie F'

VFTL
: (1.6)
VFT

F(x+h) =F(x) + DF(x) -h + R,(h) (1.7)
mit der Bedingung, dass |R,(h)|/|h| — 0 fir h — 0.

Kettenregel

Die Kettenregel lasst sich mittels der Jacobi Matrix dann tiber das Matrixprodukt
ausdriicken.

Satz 1.1. Seien F und G zwei Vektorfelder, wobei Wg C Dp ist, dann ist:
D(F oG)=DF(G) - DG. (1.8)
Insbesondere ist fir f : Dy = R und G : R — Dy

d(f o G)

T ViG)-G. (1.9)

Laplace Operator

Der Laplace Operator ist die Verkettung der Divergenz mit dem Gradient. Er wirkt
auf Skalarfelder oder komponentenweise auf Vektorfelder.

Definition 1.3. Sei ¥ ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld und ¢ ein
zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld. Dann wirkt der Laplace Operator auf sie
wie folgt:

' n 8230
Ap = div (V) zkza—x%, un

=1

d AF = (AF,,AF,,...,AF,)" .

Es gibt auch die Notation den Laplace Operator als V2 zu bezeichnen, die ich
aber nicht verwende.

Rotation

Die Rotation in 3 Dimensionen von oben bekannt. In 2 Dimensionen wird einfach
eine Dritte 0-Komponente hinzugefiigt, die Rotation hat dann nur eine Komponente.
Man kann die Rotation auch als Determinante der Matrix

/6\1 @1 El
V x E = det é\g 82 E2 (]_].0)
€3 83 E3



ausdriicken. Verallgemeinert auf mehrere Dimensionen und Abbildungen, die gleich
viele Koordinaten aufnimmt, wie Komponenten ausgibt, also F : U C R” — R", ist

die Rotation:
oF, OF;
F),=——- "% 1.11
(v X )]k amj al'k ( )

Diese Form der Rotation ist also immer eine antisymmetrische Matrix, die durch
n(n — 1)/2 Parameter beschrieben wird. In Matrix Schreibweise lautet dies:

V x F = DF' - DF. (1.12)

1.3 Kronecker-Delta und Epsilon-Tensor

Im Kontext dieser Diffenrentialoperatoren und ihrer Rechenregeln (siehe Abschnitt
1.4) treten haufig 2 Tensoren auf, die eine sehr wichtige Rolle spielen und die, wenn
man sie beherrscht, die Rechnungen extrem vereinfachen.
Definition 1.4. Das Kronecker-Delta ist ein Tensor zweiter Stufe (2 Indices)
mit der Eigenschaft:
1, k=1
O = { ’ (1.13)

0, k#1
Dabei sind k,l € N.

Einige Eigenschaften, die man sich recht leicht klar machen kann, sind:

ox;
0y = — — €. -6. 1.14
Kl oy € - € ( )

Definition 1.5. Der Epsilon-Tensor (auch Levi-Civita-Symbol) ist ein Tensor
dritter Stufe mit der Figenschaft:

1, (1,7,k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)} = gerade Perm. von (1,2,3)
ek =4 —1, (i,5,k) €{(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)} = ungerade Perm. von (1,2,3)
0, sonst.
(1.15)
Dabei sind i,k,l € {1,2,3}.

Man kann kann das jeweilige Vorzeichen iiber die sog. Permutation (Vqlertauschung
2er von (1,2,3) ermitteln, d.h. z.B. um von (1,2, 3) nach (1, 3,2) zu gelangen, muss
man eine Permutation (2 <> 3) durchfithren. Die Anzahl der Vertauschungen die
n6tig sind ist 1 und damit ungerade. Es ist nicht moglich dies durch eine gera-
de Anzahl zu realisieren. Uber diese Definition mit Permutationen kann man den
Epsilon-Tensor auch auf hohere Dimensionen verallgemeinern. Die Regel lasst sich
auch auf die Indizes anwenden:

€ijk = —€ikj = €k = USW. (116)

Eine sehr wichtige und nititzliche Rechenregel lautetet:
3
> €ikrim = 0it0jm — OimOni - (1.17)
k=1

6



1.4 Rechenregeln fiir Differentialoperatoren

Der Definitionsbereich der Felder und Funktionen wird hier auf eine offene Teil-
menge des R? eingeschrankt. Weiterhin sind alle differenzierbar. Es gelten dann die
Rechenregeln:

div(¢E) =V¢ -E+ ¢ divE, (1.18)
rot (JE) = V¢ x E+ ¢ rot E, (1.19)
div(BxE)=E:-rotB—-B- rotE (1.20)
rot (B x E) = BdivE — EdivB + (E- V)B — (B - V)E, (1.21)

die durch Betrachtung der einzelnen Komponenten sowie des Spatproduktes und der
Baccab-Regel bewiesen werden konnen. Dabei bedeutet die Schreibweise:

OB OB (881 OB, aBg,>T (1.22)

3
E-V)B=Y E,— mit =
( V) kgl ka{lfk Hll 8$k axk ’ a{lfk ’ axk

Auch die folgenden Lemmas benotigen immer offene Definitionsmengen und ent-
sprechend héufige stetige Differenzierbarkeit:

Lemma 1.1. Fiir alle entsprechenden ¢ € C? gilt:
V x (Vg)=0. (1.23)

Dies ist eine notwendige (aber i.A. nicht hinreichende) Bedingung dafir, dass ein

Vektorfeld ein Gradientenfeld ist. (F =Ve¢ = rotF=0)

Lemma 1.2. Fiir alle entsprechenden B € C? gilt:
V- (VXE)=0 (1.24)

Dies st eine notwendige (aber i.A. wieder nicht hinreichende) Bedingung dafiir,
dass ein Vektorfeld ein Rotationsfeld ist, also ein Vektorpotential A(€ C') existiert.
B=rotA = divB=0)

Zusitzlich gilt mit AE ;= (AEy, ..., AE,)T:

V x (V x E) = V(divE) — AE (1.25)

2 Kurvenintegrale

Definition 2.1. Eine Kurve v : [a,b] — R™ heifst requldr, wenn sie stetig und
stickweise stetig differenzierbar ist mit v # 0. FEs gibt geschlossene und doppel-
punktfreie/einfache Kurven.

Achtung! v bezeichnet hier die Parameterisierung einer Kurve. Eine allgemeine
Kurve I'; als die Spur, oder Form (ohne Durchlaufeigeschaften), heiit nur dann re-
gular, wenn einfache, regulire Parameterisierungen von ihr existieren! Man kann
dann entlang von Paramererisierungen integrieren (hier auch ohne Einfachheit):



Definition 2.2. Das Kurvenintegral eines stetigen Vektorfeldes ¥ entlang einer Kur-
ve v ist dann:

LF Cdx = /abF(fy(t)) A dt, (2.1)

Genauer misste man das Integral noch aufteilen, damit die Punkte an denen vy nicht
differenzierbar ist raus fallen.

Das Kurvenintegral ist linear und héngt nicht von der ,,Geschwindigkeit* ab mit
der die Kurve durchlaufen wird, was man mit der Substitutionsregel zeigen kann.
Man kann sogar Teile der Kurve hin und her laufen ohne dass sich etwas dndert.
Vertauscht man den Durchlaufsinn allerdings komplett wird das Integral negativ.
Das Bild einer regularen Kurve wird oft mit I' bezeichnet, sodass man schreibt:

/ F-dx:/F-dx+/\ F.dx (2.2)
T+ Iy

Iy

« Der orientierte Einheitstangentialvektor einer regulidren Kurve x(t) ist
definiert als:

T(x(t) = 5 (2.3)

« Die Linge der Linie einer Kurve I' parametrisiert durch x(¢) kann man be-
rechnen durch:

b
L) = / dx = / I%(t)] dt (2.4)
r a
e Abschiatzung fiir Kurvenintegrale:

‘ /F Fdx‘ < sup[F(x) |£(T) (2.5)

zel’

2.1 Erster Hauptsatz fiir Kurvenintegrale - Koservative Fel-
der

Ein Gebiet G ist eine offene Teilmenge des R", die (weg-)zusammenhéngend ist, also
jedes Punktepaar sich durch eine regulare Kurve in G verbinden lasst. Damit kann
man konservative Felder definieren:

Definition 2.3. Ein stetiges Vektorfeld F von einem Gebiet in den R™ ist konser-
vativ, wenn ein Kurvenintegral iber F wegunabhdngig ist (Kurven mit gleichem
Start- und Endpunkt ergeben gleiches Integral).

Man kann Konservativitit leicht tiberpriifen, indem man priift:
j{ F-dx=0 & F ist konservativ. (2.6)
r

Satz 2.1. Erster Hauptsatz: sei G ein Gebiet:



(i) Sei h eine stetig differenzierbare Funktion auf G und ¥ = Vh, dann gilt:
/ F . dx = h(x.) — h(xa) (2.7)
.

fuir jede Kurve ~y.
(ii) Wenn F stetig ist, dann gilt:

F ist konservativ. < F ist ein Gradientenfeld. (=<4 rotF =0)
(2.8)

2.2 Poincaré Lemma

Ein Sterngebiet V in R" (n > 2) ist ein Gebiet, in dem ein Punkt existiert, dessen
Verbindungen zu allen anderen Punkten des Gebietes geradlinig sind:

dxo: VyeV: xo+itly—x¢) €V Viel0,1] (2.9)
Satz 2.2. Poincaré: Fiir Vektorfelder F € C' auf Sterngebieten im R3 gilt:
o F ist Gradientenfeld < rotF =0,
o F ist Rotationsfeld <«  divF =0,
e VfeCl:G—R JEecC!': f=divE.
Auf Kugeln/Billen um den Ursprung kann man dies erweitern:
Lemma 2.1. F € C'(B,(0)) :

e TotF =0
=~ F) =V (/01 F(ix) - x dt) (2.10)

« divF=0
—~  F(z) = rot (/OlF(tx) x txdt) (2.11)

e F € C? mit divF = 0 und rotF = 0 heifit F harmonisch, d.h. es gilt
AF = 0.

Man kann dies beweisen, indem man ausnutzt, dass die Differentialoperatoren
und das Integral auf Sterngebieten fiir stetig integrierbare Integranden vertauschen.

Lemma 2.2. Fir F € C'(B,(xg)) mit rot F = 0 ist ein Potential im R® gegeben
durch:

o) = [ Fult.yo ) dt + [

0 Yo

Y

Fy(x,t, zp) dt—i—/ Fs(x,y,t)dt. (2.12)
20



2.3 Eichfreiheit

Wie Lemma 1.2 und Lemma 1.1 zeigen sind Skalarpotentiale bis auf eine Konstante
und Vektorpotentiale bis auf ein beliebiges Gradientenfeld V¢ € C*' definiert. In
der Physik ist eine sog. Coulomb-Eichung oft sinnvoll, die fiir ein Vektorpotential A
zusatzlich fordert:

dvA=V-(A'+Ve) =0 < Ap=—divA'. (2.13)

Dies ist die Poissongleichung fiir ¢ bei gegebenem Potential A’. Das Feld B = rot A
wird durch die Wahl von ¢ nicht beeinflusst.

3 Elementare Integration im R"

3.1 Eigentliche Parameterintegrale

Satz 3.1. SeiUd C R" offen und f : U X [a,b] — R stetig. Dann ist

F(x) = /abf(x, £)dt (3.1)

ebenfalls stetig in U. Ist f(x,t) auch noch in x stetig partiell differenzierbar, dann
ist auch F stetig differenzierbar und es gilt:

oF b of
—(x)= [ —(x,t)dt. 3.2
500 = [ i) (52)
Satz 3.2. Leibnitzregel: Sei [ stetig differenzierbar auf
D={(z,y) eR*:a(y) <z < By),c <y < d} (3.3)

wobei o und 3 € C*([e,d]) sind. Dann ist

d [P BOf(z,y)
= — 5 d =
dy Ja(y) f(zy)de /a dy

stetig differenzierbar nach der Kettenregel.

F'(y) : dz + f(8,9)8 = fla,y)e’  (34)

3.2 Uneigentliche Parameterintegrale

Die obigen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften gelten i.A. nicht fiir
uneigentliche Parameterintegrale, also fiir solche, iiber Singularititen o.A.

Satz 3.3. Majorantensatz Sei Y C R™ offen und f : U X [a,b] mit —co < a <
b < oo und es existiert eine uneigentlich integrierbare Majorante zu f in dem Sinne,
dass

|f(x,t)| < g(t) in U X[a,b] mit /abg(t) dt < oo (3.5)

Dann ist das zu f gehdrige Parameterintegral stetig in U. Ist f stetig differenzierbar
in X und es existieren uneigentlich integrierbare Funktionen Gy, derart, dass

9 (1)

b
< ) ) .
D < Gp(t) in U x[a,b mit /a Gi(t)dt < o0 (3.6)

dann ist das zu f gehérige Parameterintegral stetig differenzierbar in U, und Diffe-
rentiation und Integration konnen vertauscht werden.
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Es gelten also dann die selben Eigenschaften, wie fiir eigentliche Parameterinte-
grale, wenn alles, was zuvor auf die Funktion f selbst zutraf, nun auf eine (noch zu
findende) Majorante zutrifft.

Beispiele fiir Funktionen, die tiber Parameterintegrale definiert sind, sind die Gamma-
Funktion, die Laplace-Transformierte und die Fourier-Transformierte einer Funkti-
on.

3.3 Mehrfachintegrale

Man definiert Mehrfachintegrale iiber n-dimensionale Quader einfach als Integrale,
die nacheinander iiber die verschiedenen Variablen ausgefithrt werden. Dabei beweist
man, dass fiir stetige Funktionen die Integrationsreihenfolge keine Rolle spielt, was
sozusagen den Satz von Schwarz tiber zwei mal stetig differenzierbare Funktionen fiir
Integrale darstellt (Satz von Fubini). Die Vertauschung von n Integrationen folgt
dann induktiv. Man schreibt:

Lemma 3.1. Sei Q = [a1,b1] X ... X [a,, b, und f: Q — R stetig, dann gilt fir das
Mehrfachintegral:

/Qf(x) dx = /: (/ain f(:z:lxn)dxn> dz; = /ain (/:1 f(xlxn)d$n> dz,,

(3.7)

Das gewohnliche Mehrfachintegral ist gewohnt linear und monoton. Es gilt zudem
die bekannt Betragsabschétzung | [ fdx| < sup|f]|Q|.

Definition 3.1. Fine stetig Funktion f : R™ — R hat einen kompakten Trdger,
wenn ein Radius R > 0 existiert, fir den gilt: f(x) =0 V |x| > R.

Fiir eine Funktion mit kompaktem Trager kann man das Integral iiber den ge-

samten Raum dann auf ein Integral iiber einen geeigneten Quader zusammenziehen.

3.4 Integral iiber Mengen und Berechnung von Volumina

Um iiber eine Menge iiberhaupt integrieren zu kénnen, miissen ihre Rander bestimm-
te, hier nicht weiter ausgefiihrte, Glattheitseigenschaften aufweisen. In der Tat gibt
es Mengen, denen man keinen gutartigen Flacheninhalt bzw. Volumen zuordnen
kann, als Beispiel hier genannt das Banach-Tarski-Kugelparadoxon.

Cavalieri Prinzip

Gegeben sei ein Korper K C R? mit Schnittflichen D(z), also:
K ={(z,y,2) €R*: (x,y) € D(2),0< 2 < H} (3.8)

Dann berechnet man sein Volumen, indem man alle Schnittflichen A(z) = |D(z)|
(die man vorher in z und y schon bestimmt haben muss) aufintegriert:

vol(K) = /OH A(z)dz (3.9)

11
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3.5 Integration iiber Normalbereiche

Definition 3.2. Ein reguldrer Bereich ) C R? ist eine beschrinke und abge-
schlossene Menge, deren Inneres zusammenhdangend und deren Rand aus endlich
vielen einfachen, geschlossenen requldren Kurven besteht.

Definition 3.3. Ein Normalbereich im R? ist eine Menge D C R? der Form:
D= {(z,y) eR*:afy) <z < f(y), c <y < d}, (3.10)

wobei o und (B stetig sind mit o < 3. Man kann natirlich auch x und y vertauschen.
Analog ergibt sich im R?® die Definition

M ={(z,y,2) € R®: ¢(x,y) < 2 < (2, y) wobei (v,y) € D C R*}. (3.11)

¢ und v sind wieder stetig, mit ¢ < 1. Ein Normalbereich heifst reguldar, wenn die
Randfunktionen stetig differenzierbar sind. Man kann dies auf beliebig viele Dimen-
stonen verallgemeinern.

Man kann einen reguldren Bereich auch durch eine Uberlagerung von reguliren
Normalbereichen darstellen, die sich nur an den Randkurven iiberlappen.

Die Integration sieht dann wie folgt aus:

R? : /D flz,y)dedy = /Cd (/ﬁ(y) f(z,y) dx) dy (3.12)

a(y)
Y(z,y)
R3 : / flz,y,2) d:cdyd:c:/ (/ flz,y,2) dz) dx dy (3.13)
M D \J¢(z,y)
d /gl(xn) BQ(xn”wn—l) ﬁn—l
R™: /f(x) dx:/ dxn/ dxn_l/ dxn_g.../ dzy f(x)
Q c a1 (zn) a2 (Tn,Tn—1) an—1

(3.14)

Wobei im R"™ von rechts nach links integriert wird und die Randfunktionen potentiell
immer von allen Variablen abhéngen konnen, nach denen danach noch integriert
wird. Das Schwierige ist meist nicht die Integration an sich, sondern die Bereiche
(moglichst einfach) zu parameterisieren.

4 Integralsitze in der Ebene

In diesem Kapitel werden nur Vektorfelder und Bereiche im R? behandelt, sodass
neben der Divergenz auch die Rotation in den R abbildet.

Definition 4.1. Der Rand 0D eines requliaren Bereiches D (zusammenhdngend,
Rander regulire Kurven) heifit positiv orientiert, falls das Innere von D beim
Durchlaufen der Randkurven auf der linken Seite liegt. (Rechte-Faust-Regel)

Satz 4.1. Stokesscher Integralsatz in der Ebene
Sei D ein requldrer Bereich mit positiv orientiertem Rand und F : U — R? in einer
offenen Umgebung U D D stetig differenzierbar. Dann gilt:

/ rot F(x)dx = F - dx (4.1)
D oD

0F, 0F B
/D ( or Jy ) dedy = /8D (Fide+ Fydy) (4.2)
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Im Beweis des Satzes genitigt es die Gleichung fiir einen Normalbereich zu zeigen,
da sich alle positiv orientierten Randkurven einer Vereinigung von Normalbereichen,
also einem reguldren Bereich, die innerhalb liegen gegenseitig auftheben. Ein netter
Trick ist, dass man auch wenn man kein Gebiet vorliegt auf dem ein Vektorfeld stetig
ist, mit dem Satz von Stokes eine Aussage tiber das Vektorfeld bei der Integration
iiber geschlossene Kurven treffen kann, wenn die Rotation verschwindet, indem man
den unstetigen Punkt durch eine positiv orientierte Randkurve ausschlief3t:

/Vdex:O:/F~dX—/ F-x (4.3)
D r OBR(x0)

Definition 4.2. Man definiert das aufSere Einheitsnormalfeld eines positiv ori-
entierten Randes eines requldren Bereiches D als den um 90° rotierten Einheitstan-
gentialvektor, sodass:

v=1t= (=1, )" (4.4)

Satz 4.2. Gaujf$scher Satz in der Ebene
Sei D ein requlirer Bereich mit positiv orientiertem Rand und F € C*, fiir eine
Umgebung von D. Sei y(t) eine Parameterisierung der Randkuve OD. Dann gilt:

. .1
/D divF(x)dx= [ F-5"(t)dt (4.5)

In zwei Dimensionen ist dies eine einfache Folgerung aus dem Stokesschen Satz,
fiir ein um 90° rotiertes Vektorfeld. Mit diesen Definitionen kann man eine Koordi-
natenfreie Definition von Divergenz und Gradient angeben, man Spricht auch von
Quellendichte und Wirbeldichte. Aus der Greenschen Formel (zweite Formu-
lierung des Stokesschen Satzes) folgt durch geschickte Wahl von F eine Gleichung fiir
die Flache eines reguliaren Bereiches D, dessen Rand durch eine einzige geschlossene
Kurve v : [a,b] — R? besteht:

1 . 1 b .
|D| = i/a Y1 Y2 — yendt = §/a det(v(¢)[7(t))dt (4.6)

4.1 Zweiter Hauptsatz fiir Kurvenintegrale

Definition 4.3. Fin 2D-Gebiet heifit einfach zusammenhdngend, wenn sich
jede geschlossene, requldre Kurve ,auf einen Punkt zusammenziehen ldsst,, also
Randkurve eines Teilgebiets des Gebiets selbst ist.

Anschaulich: Das Gebiet hat keine Locher. Jedes Sterngebiet ist insbesondere
einfach Zusammenhangend.
Man stellt fest, dass dies bereits ausreicht, damit gilt:

Satz 4.3. zweiter Hauptsatz:
Sei G € R? einfach zusammenhdingend und F € CY(G), dann gilt:

F ist konservativin G < rotF =0 auf G (4.7)

Dies folgt direkt aus dem Stokesschen Integralsatz.
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5 Koordinatentransformation

5.1 Der Transformationssatz

Satz 5.1. Transformationsatz in zwei Dimensionen Sei G C R? und ® €
C': G — R2. Seien B und D requlire Bereiche, sodass B C G. Dann gilt wenn

®: B — D bijektiv und det(D®(x))#0 V x€B (5.1)

gegeben ist, fiir stetige Funktionen f : G — R:

131y = [ £(@0)) |det( DB ()] dx. (52)

Man kann jetzt z.B. bei Polar- und Kugelten einwenden, dass fiir » — 0 Pro-
bleme beziiglich der Invertierbarkeit auftreten. Da dies aber nur an endlich vielen
Punkten Probleme macht, ist es im Integral nicht wichtig. Man kann durch eine
Grenzwertbetrachtung sogar zeigen, dass der ,fehlende® Teil des Integrals gegen 0
konvergiert. Transformationen in Polar und Kugelkoordinaten sind auch hilfreich
um die Konvergenz von uneigentlichen Integralen iiber Funktionen der Form ¢/|x|*
zu zeigen. Hierbei gilt die Faustregel: fiir f : R” — R konvergiert das Integral fiir
a < n.

Verallgemeinerte Zylinderkoordinaten

Man kann Zyinderkoordinaten in die Form:

rf(z) cos(p)
O(r,p,2) = | rf(z)sin(p) (5.3)

z

verallgemeinern. Die Funktionaldeterminante ist hier:

oz, vy, 2)
a(r, p, z)
Weitere wichtige Koordinatensysteme sind Kugelkoordinaten, Polarkoordinaten

und gewohnliche Zylinderkoordinaten. Auflerdem werden haufig Schwerpunkts- und
Differenzkoordinaten betrachtet.

=rf*(2) (5.4)

5.2 Zu krummlinigen Koordinatensystemen
Definition 5.1. Gegeben ist eine stetig differenzierbare (injektive) Abbildung:
q)(u7 v, w) = (Z‘('Ul, V2, 03)7 y(vl7 V2, 1)3)7 Z(U17 V2, 'U3)) (55>

Dann heiflen die Vektorfelder:

0P
;1= , ' 1,2,3 5.6
am g, i€{L23) (5.6
natirliche Koordinatenfelder. Die Vektorfelder
1 )

14



heiffen normierte Koordinatenfelder. Sie sind im Allgemeinen nicht orthonor-
miert. Daraus folgen Transformationsregeln fiir die Differentialoperatoren. Der Na-
bla Operator hat dann die Form:

5,
Vf= Z; aiA (5.8)

6 Integralsitze im Raum

6.1 Regulidre Flachen und Oberflachenintegral

Definition 6.1. Reguldire Flidchenstiicke: Sei G € R? ein Gebiet und
GG R (u,0) = (w(u,0), y(u,0), 2(u,0))" = x(u,v). (6.1)
Sei B C G ein requldrer Bereich, dessen Rand aus einer geschlossenen Kurve besteht,
derart, dass
O injektiv  und  0,P X 0, #0 (6.2)
. Dann ist
F={xeR®: x=®(u,v) V(u,v) € B} (6.3)
ein requlares Flachenstick und ® eine requlare Parameterisierung von JF.

Man kann die normierten partiellen Ableitungen von ®, sowie deren normiertes
Kreuzprodukt als normierte Basis der R? auffassen. Wie schon bei Bereichen kann
man stiickweise reguliare Flachen aus regularen Flachenstiicken zusammensetz-
ten, die sich nur an ihren Réndern tberlappen. Der Unterschied zur Integration
iiber Normalbereiche mit Koordinatentransformation liegt hier darin, dass keine

Komponente mehr einfach geradlinig ist. Der ganze Raum wird gekriimmt. Diese
Kriimmung wird durch die metrischen Koeffizienten

ox\? ox\? ox 0x
E=|— == F=—.— 4
<8u> ’ ¢ <(‘9v> ’ ou v (6.4)
beschrieben. Sie bilden den Metriktensor g;:
_(E F\ T
g = (F G) =D®" D (6.5)

Der Metriktensor ist ein Maf fiir die Grofle und Kriitmmung eines Oberflachenele-
mentes, daher nennt man

Vdetg = VEG — F? = |0,x X 0,X| (6.6)

das Oberflachenelement. Welchselt man das Koordinatensystem, so ergibt sich
die Transformationsformel:

g =Dy g(W)Dy =  Jdetg’ = /detgo|det Dy (6.7)
Definition 6.2. Oberfldchenintegral: Sei [ eine stetige Funktion in einer

offenen Umgebung U eines requldren Flichenstiickes F = ®(B) mit Parameterisie-
rung ® = x(u,v). Dann ist das Oberflachenintegral:

/Ffda ::/Bf(x(u,v))\/detg(u,v)dudv (6.8)

Fir f =1 ist dieses Integral die Oberfldche von F.
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Anwendung - Rotationsflichen:

Wenn eine Flache in der x-z-Ebene durch eine regulére, geschlossene, einfache Kurve
~(t) = (x(t), 2(t)) umrandet wird und durch

x(t,p) = z(t)e, + z(t)e,, (t, ) € la,b] x [0, 27] (6.9)

ergibt sich ihr Flacheninhalt durch:
b
A(F) = 27r/ Vi + 22 |z| dt (6.10)

Die Basisvektoren €, und €, sind hier die der r und der z-Koordinate der Zylinder-
koordinaten.

Anwendung - Graphendarstellung:

Wenn die Fliche durch eine Funktion der Form: ¢ = (z,y, H(z,y))? beschrieben
wird ergibt sich das Oberflaichenelement zu:

VJdetg = /1 +|VH? (6.11)

6.2 Satz von Stokes im Raum

Das Normalenfeld eines reguldren Fléchenstiicks F ist

X, X X
U v

Ein Flachenstiick heifit orientierbar falls man ein solches Feld auf dem Fléchen-
stiick eindeutig definieren kann. Das geht z.B. nicht auf dem Moebius Band. Damit
kann man ein Flussintegral definieren.

Definition 6.3. Das Flussintegral tber ein requlires, orientiertes Flachenstick
F mit Normalenfeld n und F : U — R3 stetig in einer Umgebung von F ist

/fF-dS:/fF-ndJ:// F(x(u,v)) - (x4 X X,) dudv (6.13)

Satz 6.1. Satz von Stokes im Raum: Seien alle Voraussetzungen des Flus-
sintegrals erfillt und F stetig differenzierbar, dann gilt:

/ rot F-dS = F.-dx (6.14)
F oF

6.3 Zweiter Hauptsatz fiir Kurvenintegrale im Raum

Der zweite Hauptsatz bleibt bestehen, wie in der Ebene. Da aber z.B. auch der
R3\ {0} einfach zusammenhéngend ist, darf in drei Dimensionen ein einfach Zusam-
menhangendes Gebiet auch Locher haben. Es gilt

Satz 6.2. Zweiter Hauptsatz fiir Kurvenintegrale im Raum: SeiF :U C
R3 — R3 stetig differenzierbar auf einem einfach zusammenhdingenden Gebiet U.
Dann gilt:

F konservativin U < rotF=0 in U (< F=Vh) (6.15)
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Fiir die Existenz eines Vektorpotentials geniigt einfach zusammenhdngend nicht:

Satz 6.3. Sei U C R3, derart, dass jede geschlossene requlire Fliche, die ganz in
U liegt, der Rand eines F = OV eines requliren Bereichs V. C U ist. Dann gilt fiir
FeC'U):

divF =0 inUd <& F st Rotationsfeld in U (6.16)

6.4 Satz von Gaufl im Raum

Die Folgerungen zur partiellen Integration in diesem Kapitel beruhen auf der Iden-
titat:

div(Ep) =¢- divE+ Ve -E (6.17)

Satz 6.4. Partielle Integration iiber kompakten Trdager: SeiE ein Vektor-
feld (C') und ¢ € C'. Wenn eine dieser Funktionen einen kompakten Triger (also
eine Grenze, ab der sie identisch 0 ist) hat gilt:

divE~g0dx:—/ E Vydx (6.18)
R™ R™

Dies kann man beweisen, da man immer einen Quader um den kompakten Tréger
wahlen kann, auf dem die Integrationsreihenfolge dann irrelevant ist. Der Satz gilt
tatséchlich auch ohne kompakten Trager, wenn das Abklingen der Funktionen stark
genug ist.

Satz 6.5. Satz von Gaufl: SeiV C R? ein regulirer Bereich und F : U — R3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung U von V. Dann gilt:

/ divF(x)dx= [ F.-ndo= [ F.dS, (6.19)
v v oV

wobei n das dussere FEinheitsnormalenfeld an OV ist. Also das Normalenfeld,
welches aus dem Volumen hinaus zeigt.

Aus dem Satz von Gaufl und der Gleichung von oben folgt die Regel zur parti-
ellen Integration im R™:

Satz 6.6. FErfiillen E und ¢ die Anforderungen des Satzes von Gauf$ auf einem
requldren Bereich V', dann gilt:

/E-wdx:/ @E-dS—/ divE - pdx (6.20)
\4 ov \%

6.5 Poisson-Gleichung

Die Losung der Poissongleichung in 3D kann man z.B. mittels einer Grenzwertbe-
trachtung und der Partiellen Integration beweisen (A(1/r) = —4md(r)). Somit kann
man die Losung der partiellen Differentialgleichung

Au=f (6.21)
(Poissongleichung) in einer Integralform angeben:
1 1
u(x) = /}R3 Nx—-y)f(y)dy wobei N(x—y)= "Ik —yl (6.22)
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7 Konvergenz von Funktionenfolgen

Wiederholung: Konvergenz

Eine Folge {ay}, .y konvergiert gegen einen Grenzwert a genau dann, wenn

Ve>0 3N(E)eN: Vn>N: |la,—all <e (7.1)

Fir Folgen im R™ ist es egal, mit welcher Norm man dies definiert! Im Funktionen-
raum gilt das leider nicht.

Wir definieren die Supremumsnorm einer Funktion auf einem Intervall [a, b] als:

1 (@)lsup = sup | ()] (7.2)

z€[a,b]

Diese Definition erfiillt alle Axiome fiir Normen: Linearitéit, Dreiecksungleichung
und [[f(z)[| = 0 & f(x) = 0.

7.1 Punktweise und gleichmaflige Konvergenz

Definition 7.1. Sei {f,}, .y eine Funktionenfolge mit beschrinkten f,.

o fn konvergiert fiir n — oo punktweise gegen f

< lim fu(z)=f(x) < lim |f.(z)— f(x)|=0 Vaz€la,b (7.3)

n—oo n—oo
o fn konvergiert fiir n — oo gleichmadajlig gegen f

= T}grglo () = f(@)][sup = 0 (7.4)

Es ist klar, das gleichméflige Konvergenz punktweise einschliefit aber nicht umge-
kehrt. Die Funktionenfolge (z"),en ist beispielsweise punktweise aber nicht gleich-
méfBig konvergent. Gleichméflige Konvergenz kann man auch mit dem Cauchy-
Kriterium ausdriicken:

Lemma 7.1. Eine Funktionenfolge { fn}, oy st genau dann gleichmdjsig konvergent,
1
wenn

|| fr(2) = fu(@)||lsup — O fiir m,n — co. (7.5)

7.2 Vertauschbarkeit von Grenzprozessen

Satz 7.1. Sei {fn},cn cine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdpig auf einem
endlichen Intervall [a,b] gegen eine Grenzfunktion f(x) konvergiert. Dann ist f(x)
ebenfalls stetig. Zudem ist:

b b

lim / fulz)da = / f(z)de (7.6)

n—oo

Es kann aber keine Aussage tiber uneigentliche Integrale getroffen werden!

!Man erinnere sich an Cauchy-Folgen.
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Die Negation dieses Satzes ist sehr hilfreich, wenn man herausfinden will,
ob eine Funktionenfolge gleichméflig konvergiert. Die Stetigkeit der Grenzfunk-
tion und die Vartauschbarkeit mit dem Integral sind also Notwendige Be-
dingungen fiir die gleichméflige Konvergenz. Man kann also mit Gegenbeispielen
argumentieren.

Satz 7.2. Sei {fn},cn cine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, sodass
. fo — [ punktweise auf |a, b
. {fitnen gleichmdfig auf [a,b]

fir n — oo Dann ist f stetig differenzierbar auf [a,b] mit f'(x) = nh_}rgofr’t(:c) .

Diese Sitze gelten ebenso fiir Funktionenreihen!

7.3 Konvergenz von Funktionenreihen

Eine Funktionenreihe hat dier Form:

f(a) = f: gu(2) (7.7)

Z.B. fiir Potenzreihen ist g, = ay(z — x0)*.

Satz 7.3. Weierstraf$scher M-Test: Sei gy, : [a,b] — C eine Funktionenfolge,
sodass |gx| < M. Wenn

k=0
dann konvergiert f,(x) = > 1_q gr(x) gleichmdflig fir x € [a,b].

Fiir eine Potenzreihe kann man mit den Sétzen aus diesem Kapitel zeigen, dass
sie auf ihrem Konvergenzradius gleichméfig konvergent, sowie beliebig oft stetig
differenzierbar sind und die Ableitungen auch gleichméaflig konvergieren.

Erinnerung: Konvergenzkriterien:

o Wurzelkriterium

<1 absolute Konvergenz
lim sup a,, 7.9
n—>oop {> 1 Divergent (7.9)
+ Quotientenkriterium (a, # 0)
Jim sup 1] | <1 ab'solute Konvergenz (7.10)
n—00 Qp, > 1 Divergent

Hilfreich:  limy_,oo = vk = 1. Der Kehrwert dieser Limes Superior ist bei Potenz-
reihen der Konvergenzradius.
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Stetige Funktionen als normierter Vektorraum

Die stetigen Funktionen bilden aufgrund des Cauchy Kriteriums fiir Funktionenfol-
gen mit der Supremumsnorm einen vollstandigen Vektorraum.

7.4 Konvergenz im quadratischen Mittel

Definition 7.2.  Seien {f,}, o undf R-integrierbar (also Riemann- oder Regelin-
tegrierbar) auf [a,b] mit Werten in C. f, konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f, genau dann, wenn

lim /ab | fo(2) — f(2)[2dz = 0. (7.11)

n—oo

Es gilt, dhnlich wie oben, dass gleichméaflige Konvergenz auch Konvergenz im
quadr. Mittel impliziert aber umgekehrt nicht. Fiir integrierbare komplexe Funktio-
nen kann man auch ein (hermitesches) Skalarprodukt definieren (HMII):

(.9 = [ g dr (7.12)

Somit definiert man auch eine sog. L2-Norm:

e (1.3

Man erkennt, dass diese Norm mit den stetigen Funktionen keinen vollstandigen
Vektorraum bilden, da die Vollstandigkeit nicht erfiillt ist. Es ist sogar so, dass die
L2 -Norm streng genommen keine Norm ist, dass sie auch dann 0 ist, wenn die
Funktion nur an endlich vielen Stellen nicht 0 ist. Die Konvergenz im quadratischen
Mittel wird auch L2-Konvergenz genannt: lim_,.. ||f, — f|l2=0

Lemma 7.2.  Die L2-Norm erfillt die Dreiecksungleichung

1f 4 gllz < 112+ [lgll2 (7.14)

und die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:
[ < I fll2-lgl]2- (7.15)

8 Fourier Reihen

8.1 Fourier Polynome

Das folgende Kapitel ist nur fiir periodische Funktionen giiltig. Man erhéalt, dass die
trigonometrische Basisfunktion

(1) = e*” (8.1)

eine Orthonormalbasis im Funktionenraum beziiglich des hermetischen Skalar-
produktes in der Form:

(fo) =5 [ F)ga)de, 82)
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Dadurch ergibt sich das komplexe Fourier Polynom in der Form:
1 2m+0 .
Tnf(z)= > ™ mit ¢ = (f &) = / f(x)e ™ dg (8.3)
k|<N 2

wobei ¢ fiir 2m-periodische Funktionen beliebig ist (man kann jede Funktion durch
geeignete Umskalierung 27-periodisch machen.
Man kann diese Formel auch in eine ,reelle Darstellung iiberfithren. Mit
27r 1 2m
—/ cos(kx)dz, by = —/ f(z) sin(kz) dz (8.4)
m Jo

ergibt sich das reelle Fourierpolynom (wobei es durchaus Komplexe Werte geben
kann):

N
% + > ax cos(kz) + by, sin(kz) (8.5)
k=1

Tyf(r) =

Man erhélt aus der Eulerschen Formel ¢ = cos(x) + isin(z) auch einen Zu-
sammenhang zwischen den ¢ und ay/by:

1 1
Cp = §<ak — lbk) 5 und C_ = i(ak + lbk) (86>

Es ergeben sich einige Bedingungen:
o« Ist f gerade sind die b, =0.
o Ist f ungerade sind die ay =0 (k#0).
o Ist f differenzierbar hat auch die Ableitung eine Fourierentwicklung mit
den Koeffizienten ikcy,.

Entwickelt man die Polynome bis ins Unendliche nennt man sie Fourier-Reihe.

8.2 Konvergenz von Fourier-Reihen im quadratischen Mit-
tel

Betrachtet man den Vektorunterraum Vy der komplextrigonometrischen Polynome
vom Grad N stellt man fest, dass man nun dessen Elemente Sy als Linearkombina-
tionen der trigonometrischen Basisfunktionen €, = e'** schreiben kann.

kI<N
Die Koeffizienten A stellen Sy also eindeutig dar. Es fillt dabei auf, dass
ISvII5 ="k < NIXJ? (8.8)

also der gewohnlichen euklid’schen Norm ist. Die Bestapproximation eines Ob-
jektes v auf Vy ist also durch die Projektion beziiglich des hermitischen Skalarpro-
duktes gegeben:

m

(v-€) (8.9)
k=1
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Ubertragt man dies auf vollstandig orthonormierte Funktionensysteme, wie die Fou-
rierpolynome erhélt man, dass die beste Approximierung auf den neuen Raum tat-
séchlich gegeben ist durch:

Ty : f=TNf = Z <f, ék> €, € Vy (810)

<N

Lemma 8.1. Sei f : R — C 27w-periodisch und dber [0,27] R-integrierbar. Dann
gilt fiir alle N € N und fiir beliebiges Sy € Vi

(i) IIf = Snllz = IIf = InflE+ ITnf — Snll3  (Satz von Pythagoras)
(ii) ||f — Sxll3 > If — T flI3 (L*-Bestapprozimation)

(iii) [|f = Tnfl1z = [If113 = 1T f1I3
(w) ||f = TnflI3 < |IfI3 (Besselsche Ungleichung)

Der Satz von Pythagoras kann geometrisch motiviert werden, folgt aber auch
aus expliziter Berechnung der Auftretenden Terme:

1 =Sulls=11(f =Tnf)+ (Tnf =S| = 217T/02W|(f_TNf)+(TNf_SN)|2dx

=17 = TSI+ 1Tf = Sulla+ = [ (f = Tuf (T = Sx)da

Es ist klar, dass man T f — Sy wieder als Linearkombination in Vy darstellen kann.
Somit ist:

<f_TNf7TNf_SN> = <f—TNf, Z )\k’ék> — Z )\k:/ f T f) —1k‘xd$

|k|<N T k<N

1 _ 2w . . 1 _
= Z e | e —/ Z cel@ehrdy | = — Aie(c — ) =0
27 ( O <N 2 |k|<N
Geometrisch bedeutet dann, f — Ty f ist Orthogonal zu v € Vy. (ii) sichert, dass
die beste Approximation der Entwicklung der Funktion in Vy auch tatséchlich von
der Form wie oben ist. (i) folgt direkt aus (%), (i) und (iv) speziell mit Sy = 0.
Satz 8.1. Konvergenz der Fourierrethen im quadratischen Mittel: Sei
f: R — C 2m-periodisch und iber [0, 2r| R-integrierbar, dann konvergiert die Fou-
rierrethe

Tnf — f im quadratischen Mittel (8.11)
fiir N — oo, und es gilt die Parseval-Identitat:
1 21 9 B 9
o fy V@Pde =3 fe (8.12)

Der Beweis fithrt zunichst die L2-Konvergenz der Fourierreihe einer beliebigen
regelintegrierbaren (also durch Treppenfunktion approximierbaren) Funktion auf die
der Fourierreihe der Stufenfunktion zurtick.

Satz 8.2. Parseval-Identitat fiir das Skalarprodukt Fiir f und g 2w peri-
odisch und € R([0,2x]) mit Fourier-Koeffizienten c, und d,, gilt:

27r/ f(@)g(x)de = > cdy. (8.13)

<N
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Auswertung von Summen

Bringt man die Parseval-Identitat in eine Reell-trigonometrische From, so erhalt
man:

L2 2 Jaol® | & 2 2
— [T =1 + 3 (Jaal? + PoP?) (8.14)
Somit kann man, bei bekannter Fourier-Reihe der Funktion eine Reihe in ein Integral
iiberfiihren. Beispiel: Es ist bekannt:
oo : k:
s sin(kx) (8.15)
k
k=1

Somit kann man die Reihe iiber die a? = 1/k? geméB der Parseval Identitat berech-

net werden:
> 1 2 fr— )\ 2 w2
I E—— Nl
z::k / < 2 > o =3 (8.16)

™

8.3 Dirac-Scharen und /-Distribution

Man nennt eine Funktion
peC™®:R—[0,00) mit ¢(z)=0fir |z| > 1 und / p(x)yde =1  (8.17)
R

haufig Glattungskern. Ein Besipiel ist z.B.

1 exp( . 1) lz] <1
pla) = - {o 2> 1 (8.18)

mit normierendem ¢. Man kann diese Funktion umschreiben, sodass: ¢.(z) =
¢(x/e)/e, sodass alle Eigenschaften erhalten bleiben. Im Grenzwert ¢ — 0 kon-
zentriert sich die Funktion bei z = 0, wobei das Integral erhalten bleibt. Eine solche
Funktion ist eine Dirac Schar.

Satz 8.3. Sei f: R — R stetig und

)i= [ ela—y) ) dy. (8.19)
Dann ist fiir e > 0 die Funktion f. € C* und es gilt fiir alle x € R:
liy () = £(0), (5.20

d.h. f. konvergiert punktweise gegen f. Auf endlichen Intervallen ist diese Konver-
genz gleichmajlig.

Definition 8.1. Fiir zwei stetige Funktionen f und g nennt man eine Integralope-
ration der Form:

(f * g)( / fla— (8.21)
Faltung. Diese ist kommutativ und distributiv.
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Die Faltung erfillt fast alle Eigenschaften der Multiplikation. Man kann aber
Beweisen, dass es kein 1-Element gibt, also keine Funktion h gibt, fir die gilt
(f * h)(z) = f(x). Man kann ein solches Verhalten aber im Grenzwertiibergang
einer Dirac Schar erreichen. Man erzeugt dann das Konvergenzverhalten der Delta-
Distribution (Konvergenz im Distributionssinn):

| Fwsolay) = 1. (8.22)

8.4 Punktw. & gleichm. Konvergenz von Fourier-Reihen
Mithilfe des Dirichlet-Kerns

sin(z/2)

Dn(z) = eikxz
@)= 2 IN +1, =0

|k|<N

{n((N+1/2>w) z € (0,2m) (8.23)

(stetig fortgesetzt) kann man sich leicht klar machen, dass man die Fourierreihe
einer Funktion f auch durch eine periodische Faltung ausriicken kann:

Tf@) =5 [ D= f)dy= Dy ). (529

Der Dirichlet Kern erfiillt folgende Eigenschaften:

(4) 217T /027r Dy(z)de =1 (8.25)
(i) Tif@) = o [ Dulo)f(a+y)dy (5.26)

Beide folgen aus der Achsensymetrie von Dy und ggf. der Substitutionsregel. Das
absolute Integral konvergiert nicht!

Satz 8.4. Punktweise Konvergenz von Fourier Reithen: Sei f 2w-periodisch
und stickweise stetig differenzierbar (nicht zwingend tberall stetig!). Dann konver-
gieren die Fourier-Polynome punktweise gegen:

@) "; @) yaer, (8.27)

Jim T f(@) = T/ (0) =
wobei f(zF) = }lgr(l) f(xL+h),.

Stiickweise stetig differenzierbar fordert, dass der Grenzwert der Funktion und
der Ableitung an den ggf. Sprungstellen existiert!

Satz 8.5. Gleichmdjflige Konvergenz von Fourier Rethen: Fiir 2m-periodische
Funktionen f, die stiickweise stetig differenzierbar und stetig sind ist die Konver-
genz der Fourier-Polynome gleichmdjfsig.

Mithilfe des Weiherstrafischen M-Tests erhilt man ein Kriterium fur die Konver-
genz von Fourierreihen:

Satz 8.6.
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(i) Falls Y |cx| < 0o, konvergiert die Fourierreihe gleichmdfig, d.h.
kEZ

f(@) =" cpe™™ st stetig. (8.28)
keZ
(ii) Falls Y |k|™|ck| < oo, so konvergieren die Ableitungen der Ordnung | < m
keZ

gleichmaj$ig und f ist m-mal stetig differenzierbar mit

d -
ol (x) = > (ik) cpe™™ . (8.29)
kezZ

9 Wahrscheinlichkeitsrechnung

9.1 Wahrscheinlichkeitsraume
Um den Begriff der Wahrscheinlichkeit mathematisch fassbar zu machen benotigt
man einige neue Begriffe:

Elementarereignis: w Mogliches Ergebnis eines Zufallsexperiments. Wiirfel-Augenzahl
Stichprobenraum: {2 Menge der Elementarereignisse.

Ereignis: A Teilmenge von Omega, die betrachtet wird. Ja/Nein-Frage
Ereignisraum: £ Menge aller moglichen Ereignisse.

Alle diese Objekte sind problemabhingig (Augensumme/Augentupel beim Wiir-
fel). Der Ereignisraum erfiillt die Eigenschaft einer o-Algebra iiber {2

Definition 9.1. Fin System & von Teilmengen einer beliebigen Menge 2 heifit o-
Algebra iiber ), wenn gilt:

(i) Qe&
(ii) Sind A, B € &, so ist auch A\ B € €.
(1i1) Sind A; € €, so ist auch |J A; € £.

ieN
Die Grofite o-Algebra tiber €2 ist die Potenzmenge. Fine Funktion die Wahr-
scheinlichkeiten beschreibt muss aus Konsistenzgriinden folgende Definition erfiillen:

Definition 9.2. Fine Funktion P : £ — [0,00) heiffit Wahrscheinlichkeitsmaf3
auf  (wie oben), wenn fir alle paarweise disjunkten A; gilt:

PQ)=1 und P(JA]|=DPA) (o-Additivitit) (9.1)
ieN ieN
Allgemein nennt man ein Tripel (£2,&,P) nennt man Wahrscheinlichkeits-
raum.
Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Ist fiir einen Wahrscheinlichkeitraum fiir jedes Elementarereignis eine positive Zahl
pi, mit Summe 1, gegeben, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
A € Q als die Summe der entsprechenden p;.
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Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraum.

Ist in einem Zufallsexperiment die Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse gleich
(= 1/n, damit normiert), so ergibt sich (mit Machtigkeit |M|):

_ Al

P(A) = Q)

9.2)

Laplacesches Urnenmodell

Geht man von einer Grundmenge von n gleich-wahrscheinlichen ,,Kugeln® und k Zie-
hungen aus ergeben sich 4 verschiedene Félle. €2 enthélt hier alle moglichen Ergeb-
nisse als k-Tupel w = (wy, ...,w,). Die Anzahl der méglichen, sich unterscheidenden
Tupel ist dann |w|.

(i) Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen:

Q={w:1<w;<n} = [Q=nf (9.3)

(ii) Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen:

Q={w:1<w <nuw #w, firi#j} = |Q|:<nﬁ!k)!::(n)k (9.4)

(iii) Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen:

|
Q={w:l<w <wy<..<w,<n} = |Q|:k'(nn—k:)':<n> (9.5)

(iv) Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zurticklegen:

—1)! _
Q={w:1<w <w<..<w<n} = |Q|:(n+k):<”+k 1

kl(n —k)! k
(9.6)
Bernoulli-Experimente

Sind Zufallsexperimente mit nur zwei moglichen Elementarereignissen. Mit dem Pro-
duktmafl als Wahrscheinlichkeitsmaf} ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit unter n
unabhéangigen Widerholungen k& mal w; mit P(w;) = p zu erhalten (Ereignis Ay) zu:

n

P(Ax) = ( k)p’“(l —p)" " (9.7)

Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume

Ist der Stichprobenraum 2 = R benétigt man als Wahrscheinlichkeitsma$ eine (un-
eigentlich) integrierbare Funktion p : Rj — R, sodass:

/R,o(x) de =1. (9.8)
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Eine solche Funktion nennt man Wahrscheinlichkeitsdichte. Als sinnvollen Ereig-
nisraum macht es hier keinen Sinn die Potenzmenge zu betrachten. Stattdessen
bezeichnet man, auch aus Grinden der Konsistenz des Integralbegriffs, den Ereig-
nisraum als die Menge aller offenen Intervalle, die auch Borel-Algebra B genannt
wird. Der Wahrscheinlichkeitsraum besteht dann aus (R, B,P), wobei

Pmyiém@¢n (9.9)

Man kann diskrete Wahrscheinlichkeitsmafie auch hiermit durch Delta-Distributionen
erzeugen.

9.2 Stochastische Unabhangigkeit

Definition 9.3. Gegeben seien zwei Ereignisse A und B in einem Wahrscheinlich-
keitsraum (0, E,P). Ferner sei P(B) # 0. Dann heifst

P(AN B)

P(AIB) = 5

(9.10)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Naheliegend ist, dass wenn A unabhéngig von B ist gilt P(A|B) = P(A). Damit
dies Erhalten bleibt, die Definition aber symmetrisch ist erhalt man:

Definition 9.4. Zwei Ereignisse A und B heiffen genau dann unabhdngig, wenn
P(AN B) =P(A)P(B) (9.11)

Satz 9.1. Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeiten: Sei Ay, As, ... hich-
stens abzdhlbar unendliche Familie von Ereignissen, derart, dass die A; paarweise
disjunkt sind und deren Vereinigung €2 ergibt. Dann gilt fir alle Ereignisse A € €

(i) P(B) =¥, P(BU A))
(“) P(B) =2 P<B|Ai)]p(Ai) :

Bayes Theorem

Aus dem Gesetz der Totalen Wahrscheinlichkeit und der Formel von Bayes

P(B[A)P(A)

BAIB) = g

(9.12)

welche einfach aus der symmetrischen Definition 9.4 folgt, kann man ableiten:
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9.3 Zufallsvariablen

Definition 9.5. Fine reelle Zufallsvariable ist eine Funktion X : Q0 — R mit
der Figenschaft, dass

{weQ: X(w)<z}ef V zeR. (9.14)

Man nennt dies auch die Messbarkeitseigenschaft. Die Verteilungsfunktion
Fx ist dann gegeben durch:

Fx(z) =P(X <x) (9.15)
Die Verteilungsfunktion ist rechtsstetig und es gelten die Grenzwerte:

lim Fx(z) =0, lim Fx(z)=1 (9.16)

T—r—00

Diskrete Zufallsvariablen

Zufallsvariablen mit hochstens abzahlbar unendlichem Wertebereich heiflen diskret.
Man definiert dann eine Wahrscheinlichkeitsfunktion

{IP’(X =) firz=2x,und k € Ny (9.17)

0 sonst

Mit dieser Definition erhalt man hier die Verteilungsfunktion durch Aufsummieren.
Fx(z)= % px(xx)

zp<
Binomialverteilung
"p*(1—p)"* firz=0,..,n
px(a) = buy(a) i= {@ Lo (0.18
0 sonst
Poissonverteilung
XA firz e Ny
lim, lim, np=A=const = b,,(v) = P\(z){*
noo p—0 b #(7) il ){O sonst
(9.19)

Absolut stetige Zufallsvariablen

Definition 9.6. Man spricht von einer stetigen Zufallszahl, wenn eine nicht negative
integrierbare Funktion f existiert, mit

Fu(e)= [ Ix(w)ay (920

Dann heifit fx(x) Dichte der Zufallsvariablen X.

Gleichverteilung Normalverteilung
! € [a, b] 1 2
x € la, 1 (2=
Fx(z) =1 (b—a) fx(z) = \/_e—%( ) (9.21)
0 sonst oV2m
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Ist diese Form gegeben kann man Px((a,b]) = Fx(b) — Fx(a) also umformen zu

Py((a,b]) = / " ) du (9.22)

Genauer miisste man diese Verteilung der Variable iiber eine beliebige Menge A mit
dem Lebesgue Integral beschreiben.

9.4 FErwartungswert und Varianz
Erwartungswert
Falls das Integral / die Summe konvergiert definiert man den Erwartungswert

E(X) = [z 2Px(dx):

diskret: E(X) = zpx(zy) absolut stetig: E(X) = / x fx(x)dx
. R
(9.23)

Dieser ist linear und monoton. Man kann ihn auf beliebige stetige Funktionen A
(h(x) statt x) erweitern.

Varianz
Man bezeichnet die Zahl:
Var(X) .= E (X - E(X))?) = E(X?) - E*(X) (9.24)

als Varianz, wobei konkret gilt:

diskret: E(X?) =)} px(zx) absolut stetig: E(X?) = / 2? fx(r)dz
. R
(9.25)

Diese Definition macht es plausibel, dass die Varianz nicht einfach linear ist, sondern
gilt:

Var(cX) = ¢*Var(X) sowie Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
(9.26)

wobei Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Die Varianz erfiillt die Tschebyschew-Ungleichung, die sozusagen die Bedeutung
der Varianz, als Streuungswert der Verteilung begriindet:

Satz 9.2. Sei X eine Zufallsvariable mit E(X) = p und Var(X) = o2. Dann gilt
fir alle A > 0:

0_2

PIX —pl 23 < 5 (9.27)
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9.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Zwei Zufallsvariablen heiflen unabhéngig, wenn gilt:
P(X <2,Y <y) =P(X <2)P(Y <y) (9.28)
Man kann dies durch die gemeinsame Verteilungsfunktion beschreiben:
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) (9.29)
Fiir den Erwartungswert gilt dann bei unabhédngigen Zuvallsvariablen
E(XY) =E(X)E(Y) (9.30)
Das bedeutet, dass die Covarianz verschwindet. Allgemein gilt:

Satz 9.3. Unabhdngig impliziert unkorreliert. Die Umkehrung gilt nicht.

Diskreter Fall

k,l

Absolut stetiger Fall

Falls man einen Zufallsvektor durch eine gemeinsame Dichte fxy (x,y) beschreiben
kann definiert man die Randdichten, bei denen die jeweils andere Variable bereits
ausintegriert wurde:

fx(z) = /RfXY('Tay) dy fr(y) = /RfXY(xyy) dz (9.32)
Stochastisch unabhéngig sind sie genau dann, wenn:

fxv(z,y) = fx(@)fy(y) (9.33)
Der Erwartungswert ergibt sich dann durch:
B(XY) = [ 2y frov () dedy (9.34)
Diese Konzepte lassen sich auf beliebige Dimensionen erweitern.

9.6 Gesetz der groflien Zahlen

Satz 9.4. Sind X4, ..., X,, unabhdngige Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte und
Varianzen existieren, dann gilt:

(i) E (1311 XZ-> - i]i[llE (X)) =  Cov (ﬁ Xi) )

i=1

(i) Var (fj Xi> — 3 Var (X))
=1 =1
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Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Aus der Tschebyschew-Ungleichung kann man mittels der Definitionen von Varianz
und Erwartungswert folgende Aussage herleiten:

Satz 9.5. Sei (X;)ien eine Folge unabhingiger Zufallszahlen, die alle den selben
Erwartungswert pu und die selbe Varienz o? besitzen. Dann gilt fiir jeden € > 0:

1 n
lim P | |— g X, — | > =0 9.35
o (’n i—1 H = 6) ( )

Anschaulich bedeutet dies, dass der Mittelwert einer Stichprobe sich statistisch
immer dem tatsdchlichen Erwartungswert der X; annahern wird.
Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Definition 9.7. Zufallsvariablen heiffen identisch verteilt, wenn ihre Verteilungs-
funktion gleich ist.

Gerne verwendet man die Abkiirzung i.i.d (independent identically distibutet).

Satz 9.6. Fir eine Folge von i.i.d. Zuvallsvariablen mit Erwartungswert p gilt:

P ({w €0 ¢ lim zani(w) = u}) =1 (9.36)

n—oo n, 4 1
1=

9.7 Zentraler Grenzwertsatz

Man definiert die standardisierte Zufallsvariable und die standardisierte Summe von
i.i.d. Zufallsvariablen als:

X = Sy —nu

X* Sp=>Y X; S 9.37
o 2 " a\v/n (9:37)

Dadurch folgen leicht die Werte:
E(X*)=0 Var(X*)=1 = E(S:) =0 Var(S!) =1 (9.38)

Hiermit kann man den zentralen Grenzwertsatz formulieren:

Satz 9.7. (Zentraler GWS:) Sei X; eine i.i.d. Folge von Zufallszahlen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, E,P) mit endlicher Erwartung und Varianz. Dann ist
die standardisierte Summe S’ asymptotisch fir groffe n standard normalverteilt:

P(S* < 7) — B(x) = \/127 [ ety (9.39)

p.w.
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