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Notation
o Machtigkeit einer Menge A:

|A| = Anzhal der Elemente einer Menge

« ldentitatsfunktion

1, ,b 1, b
e T I et

o Bei der Nummerierung der Abschnitte wird die Nummerierung der Vorlesung,
bzw. dem der Vorlesung zugrunde liegenden Buch adaptiert.



1 Einfiihrung und Grundbegriffe

1.1 Grundlegende Begriffe

Definition 1.1. Die Grundgesamtheit / Population / Kollektiv...

...ist eine Menge von rédumlich und zeitlich eindeutig definierten Objekten, die hin-
sichtlich bestimmter - vom Ziel der Untersuchung abhangender - Kriterien tiberein-
stimmen. Die Objekte einer Grundgesamtheit werden als statistische Einheiten
(auch Merkmalstrager, Untersuchungseinheiten oder Messobjekte) bezeichnet.
Trennt man eine Grundgesamtheit anhand eines Merkmals (s. u.) so spricht man auch
von Teilgesamtheiten.

Definition 1.2. Als Merkmal...

.(X,Y, Z,...) bezeichnet man eine spezielle Eigenschaft der statistischen Einheiten
einer Population, die im Hinblick auf das Ziel einer konkreten statistischen Untersu-
chung von Interesse ist.

Der Wert eines Merkmals wird als Merkmalsauspragung (z,y, z,...) mit Werten im
Wertebereich bezeichnet.

Definition 1.3. Uni- und Multivariate Merkmale

Wird nur eine Eigenschaft der Merkmalstrager gemessen, spricht man von einem
univariatem Merkmal. Handelt es sich um mehrere Eigenschaften handelt es sich um
ein multivariates Merkmal.

Definition 1.4. Als Datum / Messwert / Beobachtungswert...

...bezeichnet man die an einer statistischen Einheit gemessene Merkmalsauspriagung.
Die Liste aller Daten (21, ..., z,, etc.) liefert die/den Urliste / Datensatz.

Die Anzahl der Messwerte liefert den Stichprobenumfang.

1.2 Klassifikation von Merkmalen

Definition 1.5. Als Skala...
...bezeichnet man eine Vorschrift, die jeder statistischen Einheit der Stichprobe einen
Beobachtungswert zuordnet.

Definition 1.6. Klassifikation von Merkmalen

nominal (Geschlecht)

ordinal (Schulnoten)

diskret (Augenzahlen Wiirfel)
stetig (Temperatur)

qualitativ
Merkmalstyp

quantitativ / metrisch

Als dichotomes Merkmal bezeichnet man ein nominales Merkmal mit genau zwei
Ausprégungen.




Als quasi stetige Merkmale werden Merkmale bezeichnet, deren Auspragung aus
Grinden der Messgenauigkeit (Zeit) oder aufgrund der zugehorigen Messeinheit ( Weh-
rung) nur diskret messbar ist, die aber aufgrund der Feinheit der Abstufungen als
stetig angesehen werden.

Achtung: Ein Merkmal kann je nach Klassifikation mit unterschiedlichen Skalenniveaus
gemessen werden (z. B. Kérpergrofie: kleiner als 1.80 m vs. grofier als 1.80 m / klein, mittel,
grofl / Intervalle / Zentimeterangabe...

Als klassiertes Merkmal bezeichnet man Merkmale, deren Auspragungen Intervalle sind.

2 Tabellarische und graphische Darstellung

2.1 Absolute und Relative Haufigkeiten

Definition 2.1. Absolute Haufigkeit
Die Anzahl n; des Auftretens einer Merkmalsauspragung w; der Urliste 1, ..., z,, heifit
absolute Haufigkeit der Beobachtung u;, j € {1,...,m}. Es gilt also:

ny = [{i € {1, ..}l =, |

Regel 2.1. Summe der absoluten Haufigkeiten
Fiir die absoluten Hdufigkeiten ny,...,n,, der verschiedenen Ausprdagungen uy, ..., Un,
einer Urliste x1, ..., x, gilt stets:

m
D mj=n
i=1

Definition 2.2. Relative Haufigkeit
Sein;, j € {1,...,m} die absolute Haufigkeit einer Merkmalsausprégung in der Urliste
X1, .y Tp. Dann heifdt

die relative Haufigkeit der Mermalsauspragung ;.

Aus 2.1 folgt sofort:

Y fi=1.
j=1

o Tabellarische Darstellungen von Haufigkeiten heilen Haufigkeitstabelle.
o Das m-Tupel (f, ..., fn) heiit Haufigkeitsverteilung des Merkmals.

e Man spricht von kumulierten Haufigkeiten, wenn Mermalsauspragungen zusam-
mengefasst, also Haufigkeiten addiert werden.



Definition 2.3. lllustrationen relativer Haufigkeiten

» Stabdiagramm / Sdulendiagramm
Bei einem Stabdiagramm / Sdulendiagramm ist die Héhe des Stabes / der Saule,
der eine relative Haufigkeit eines Merkmals illustriert, proportional zu diesem
Merkmal. Die Abszisse ist dabei nicht zwingend metrisch, wenn das Merkmal
metrisch ist.

e Kreisdiagramm
Bei einem Kreisdiagramm ist die Flache des Kreissegmentes bzw. der Winkel
des Segments proportional zur relativen Haufigkeit.

= Um auch fiir stetige Merkmale sinnvolle Haufigkeitstabellen und Diagramme
erstellen zu konnen, missen die Daten meist klassiert werden.

2.2 Empirische Verteilungsfunktion
Ziel:
Graphische Darstellung fiir Haufigkeiten quantitativer Merkmale
= Auspriagungen werden auf der Abszisse abgetragen.

= kumulierte Haufigkeiten werden auf der Ordinate abgetragen.

= Empirische Verteilungsfunktion an der Stelle z = Anteil der Beob-
achtungen kleiner gleich einem Wert x.

Definition 2.4. Die empirische Verteilungsfunktion...
F, :R — [0, 1] wird fiir zy, ..., 2, € R definiert durch

Fo.(x) = 1 ooq (i), x€R.

=1

S|

Definition 2.5. Rangwertreihe
Fiir Beobachtungswerte v, ..., 4. eines metrisch skalierten Merkmals heifit die aufstei-
gend geordnete Auflistung der Beobachtungswerte

Yo <ye) < - S Yo

Rangwertreihe.




Regel 2.2. Empirische Verteilungsfunktion und Rangwertreihe
Liegen im Datensatz x1,...w, insgesamt m verschiedene Ausprigungen upy < ... <
U(m) mit zugehdrigen relativen Haufigheiten foy, ..., fam) vor, so gilt:

0, T < U(@)
k

Fn<x> = ]gl f(j)a U (k) <z< U(k+1)5 ke {1, ey — 1} .
1 T Z U(m)

Regel 2.3. Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktion
Allgemeine Eigenschaften

(1) Die empirische Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion.
(ii) Die Sprunghdhe an der Stelle u(; ist die relative Hdufigkeit f;).
(1ii) Die empirische Verteilungsfunktion ist monoton wachsend.
Fiir reelle Zahlen x,y mit x < y beschreiben
() F,(x) den Anteil der Beobachtungswerte im Intervall (—oo, z.
(v) 1 — F,(x) den Anteil der Beobachtungswerte im Intervall (x,00).

(vi) F,(y) — F.(x) den Anteil der Beobachtungswerte im Intervall (x,y|.

3 Klassierte Daten und Histogramm

3.1 Klassieren von Daten
Ziel beim Ubergang vom Stab-/Siulendiagramm zu Histogramm:

e Kumulieren von Daten zur Konstruktion einer informativen Grafik
= Abszisse als metrische Achse

= Klassieren von Daten

Definition 3.1. Klassen

o Der Wertebereich [a,b] eines Merkmals wird in M € N Klassen Kj, ..., Ky
unterteilt.

= Die K; = (vj_1,v;] mit vy = a und vy, = b bilden eine Zerlegung von [a, b].
= Man spricht bei n(Kj;) = > n; = n(K;) = XiL, 1, (2;) auch von der abso-

i, €K
luten Klassenhaufigkeit (analog relative Klassenhaufigkeit).




= Man nennt f(K;),..., f(K)r) auch Haufigkeitsverteilung des Merkmals zur Klas-
seneinteilung K7, ..., Kj; oder klassierte Haufigkeitsverteilung.

o Man nennt b; = v; — v;_; auch die Klassenbreite(n).

Moglichkeiten des Klassierens von Daten

o Klassierung nachtraglich zu Auswertungszwecken, z. B. bei der Erstellung eines
Histograms

o Klassierung wihrend der Erhebung der Daten (z. B. Gehélter direkt klassiert ab-
fragen)

3.2 Histogramm

Definition 3.2. Ein Histogramm...
wird auf folgende Weise konstruiert: Die Flache des Rechtecks iiber dem Intervall K
ist proportional zur relativen Haufigkeit f(Kj), d. h.

FG) = bj - by = (v —vja) - by, G=1,.., M,

wobei h; die Hohe des Rechtecks bezeichne. h; berechnet sich dementsprechend gemés:

Das Histogramm als Flichendiagramm
« Das Histogramm ist ein Flachendiagramm.

o Nur bei einer Klassierung in gleich Breite Intervalle (b; =b e RV j € {1,...,M})
ist die Hohe der Histogrammbalken selbst ein Maf§ fiir die Haufigkeiten. Es ergibt
sich dann aber ggf. ein Histogramm mit anderem Mafstab auf der Ordinate.

 Anteile von Beobachtungen in gleichbreiten (Teil-)Intervallen sind bei einem Histo-
gramm vergleichbar.
Breite und Normierung eines Histogramms

» Histogramme, die wie oben konstruiert werden haben immer eine Flichensumme
der Saulen von 1.

+ Héufig wird mit einem Faktor ¢ > 0 skaliert, d. h. h; = ¢ f(K;)/b;.

o Fir ¢ = n kann man offenbar auch f(K;) durch n(K;) ersetzen.

Faustregeln bei der Erstellung von Histogrammen
1. Bei n Beobachtungen hochstens y/n Klassen, oder...

2. ...bei n Beobachtungen héchstens 10 - log,,(n) Klassen.
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3.3 (Approximierende) empirische Verteilungsfunktion fiir klas-
sierte Daten

Problematik

o Ziel: Erstellung einer (approximierenden) empirischen Verteilungsfunktion fiir klas-
sierte Daten.

o Problem: Wahrscheinlichkeit eines Wertes kleiner oder gleich einer gegebenen Zahl
x ist innerhalb einer Klasse nicht (mehr) exakt bekannt.

o Losung: Proportionalitatsprinzip = Daten innerhalb einer Klasse werden als gleich-
verteilt betrachtet:

In diesem Fall ist die Haufigkeit eines Wertes aus einem Intervall I := (a, ] C K;
nur von der Intervalllinge L := § — o abhéngig:

= Intervalle gleicher Lange haben in diese Approximation immer die gleiche (relative)
Haufigkeit.

Die Verteilungsfunktion wird dann approximiert, indem zusammengesetzt wird:

Anteil von Beobachtungen, die kleiner oder gleich x sind =
Anteil von Beobachtungen kleiner oder gleich v;_; 4

+ Anteil von Beobachtungen im Intervall (v;_q, z],

wobei auf den zweiten Summand die entsprechende Approximation angewandt wird.

Definition 3.3. Die (approximierende) empirische Verteilungsfunktion

zur Klasseneinteilung K1, ..., K, eines Datensatzes x4, ..., x, mit zugehoriger Haufig-
keitsverteilung f (K1), ..., f(K ) und klassengrenzen vy < vy < ... < vy ist definiert
durch:

07 X S Vo,
Jj—1 .
Fo(z) :R—=[0,1], z= 3 f(K) + f(K;)"==, vjaa<a<uz;, j=1,..M
i=1 j
1, T > vy

Regel 3.1. Eigenschaften einer (approximierenden) empirischen Verteilungs-
funktion fiir klassierte Daten

(1) Fr ist stetig, monoton wachsend und stickweise linear.

(it) Die Steigung von F) in K; ist f(K;)/b;.




(1ii) Ist H, die Flache des entsprechenden Histogramms tiber (—oo, x|, so gilt:

H,=F(z), z€R

4 Lage- und Streuungsmafle

Die Verwendung von Lage- und Streuungsmaflen héngt entscheidend von der zugrunde-
liegenden Skala des relevanten Merkmals ab. Wie gehen hier ,von unten (nominal) nach
oben (stetig) “ vor:

4.1 Modus und Rang

Definition 4.1. Modus (ab Nominalskala)
Jede Ausprigung u;-, deren absolute, bzw. relative Héufigkeit die Eigenschaft

nj» = max{ni,..n,} bzw. fj=max{f,..., fn}

erfillt wird als Modus oder Modalwert bezeichnet. Man schreibt: w;« =: @peq. Der
Modus ist also der am héufigsten Auftretende Wert.

Definition 4.2. Rang (ab Ordinalskala)
Sei (1) < z(2) < ... < () die Rangwertreihe eines ordinalen Datensatzes.

(1) Kommt eine Beobachtungswert x; genau einmal in der Urliste vor, so heifit
dessen Position in der Rangwertreihe Rang von z;. Man schreibt: R(z;).

(¢1) Tritt ein Beobachtungswert z; s-mal (s € N) in der Urliste auf, das heifit fiir
die Rangwertreihe gilt:

Tir—1) < T(r) = T(r+1) = -+ = Tlr4s—1) < T(r41),

=z, (s-mal)

so wird mit dem Begriff Rang von z; das arithmetische Mittel aller Positionen
in der Rangwertreihe mir Wert x; bezeichnet, d. h.

R(mj)_r+(r+1)+.g.v.—|—(r+s—1) —r—l—S;l.

Das mehrfache Auftreten eines Wertes in der Urliste wird als Bindung bezeich-
net.
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4.2 Quantile bis zur Ordinalskala

Der folgende Median ist der Wert der Urliste, fiir den mindestens 50% aller Beobach-
tungswerte kleiner oder gleich und mindestens 50% aller Beobachtungswerte grofier oder
gleich dem Median sind.

Definition 4.3. Median
Sei x(1) < z2) < ... < 1) die Rangwertreihe eines ordinalen Datensatzes. Dann wird
der Median Zg 5 definiert durch:

= T(ng1), n ungerade,

ol C EH R e
x(%),x(u) , TN gerade

Der Median wird auf folgende Weise verallgemeinert: Das p-Quantil ist der Wert der
Urliste, fir den mindestens p - 100% aller Beobachtungswerte kleiner oder gleich und
mindestens (1 — p) - 100% aller Beobachtungswerte grofler oder gleich dem p-Quantil
sind.

Definition 4.4. p-Quantile
Fir p € (0,1) wird das p-Quantil Z,, des Datensatzes z, ..., z,, definiert durch:

. = zw, fallsnp <k <np+1, npgN,
7 .
Ple {x(k), x(kH)} , fallsk=npeN

Zusatzliche Bezeichnungen
o Fir p = 0.25 nennt man 2, das untere Quartil.
o Fiir p = 0.75 nennt man 2, das obere Quartil.
o Fir p = k/10 nennt man 7, das k-te Dezentil (k =1, ...,9).

« Fir p = k/100 nennt man 7, das k-te Perzentil (k = 1,...,99).

4.3 Quantile fiir metrische Skalen

Fiir metrische Daten werden Quantile anders definiert:

Definition 4.5. Median und Qantile
Sei w1y < z(2) < ... < () die Rangwertreihe eines metrischen Datensatzes.

(1) Der Median ist definiert durch:

T(ng1), n ungerade,
~ 2
To.5 =

N =

<x(g) + x(g+1)) , n gerade

11



(i1) Fur p € (0,1) ist das p-Quantil Z,, gegeben durch

_ T (k) » fallsnp <k <np+1, np &N,
05 = :
P % {x(k) + QJ(k_H)} , fallsk=npeN

Die ,wortliche* Definition von oben, wiirde jeder Wert aus dem Intervall [z (, /2, Z(n/2+1)]
(fir Median), bzw. [z@4), zasn)] fir & = np € N (fir Quantile) erfillen. Hier wird die
Intervallmitte gewéhlt. Alternativ wird manchmal die linke Intervallgrenze gewahlt:

z, = min{z|F,(z) > p}.

4.4 Eigenschaften von Median und arithmetischem Mittel

Definition 4.6. Arithmetisches Mittel
Sei x1, ..., x, ein Datensatz aus Beobachtungswerten eines metrischen Merkmals. Dann
ist das arithmetische Mittel z,, definiert durch

Regel 4.1. Minimalitat des Medians
Firt € R sei die Funktiong definiert durch

n

g(t) =3l =t .

i=1

Dann nimmt die Funktion g ihr Minimum an fir den Median, d. h. firt = Tgs:

g(t) > g(Zo5) firallet € R.

Regel 4.2. Minimalitat des arithmetischen Mittels
Fiirt € R sei die Funktion f definiert durch
ft) = (mi =)

=1

Dann nimmt die Funktion g thr Minimum an fir den Median, d. h. firt = x:

f(t) > f(z) furallet e R.

Definition 4.7. Gewichtetes arithmetisches Mittel
Seien 1, ...,x, € R ein metrischer Datensatz und ¢y, ..., g, > 0 mit sum] ,g, = 1.
Das beziiglich g1, ..., g, gewichtete arithmetische Mittel Z, von x, ..., , ist definiert

12



durch

n
Tg = Zgixi c
i=1

Regel 4.3. Zusammengesetzte arithmetische Mittel

Gegeben seien zwei Datensdtze x; (i = 1,..,n1) und y; (j = 1,...,n2) mit arith-
metischen Mitteln x und y. Das arithmetische Mittel z aller ny + ny Beobachtungs-
werte des zusammengesetzten (gepoolten Datensatzes) zi = X1, ..., Zn, = Tny,s Zny+1 =
Y1y vy Znytns = Yn, LGSSt sich bestimmen als

ny _ Mo

7z = T+
Ny + No ny + No

Mithilfe dieser Regel kann man auch einzelne Werte anfiigen (ny, = 1).

4.5 Streuungsmafle

Definition 4.8. Spannweite und Quartilsabstand
Fiir einen metrischen Datensatz x4, ..., z, ist die Spannweite R definiert als:

R = x(n) — :B(l) .

Der Quartilsabstand @) ist definiert als

Q = To75 — To.2s5 -

Natiirlich gilt immer @ < R.

Definition 4.9. Empirische Varianz
Fir x4, ..., x, heifit

empirische Varianz s? von zy, ..., z, (kurz: s*). Dabei wird s := s, = ,/s2 als empiri-

sche Standardabweichung bezeichnet.

Regel 4.4. Steiner-Regel, Verschiebungssatz
Fir a € R und einen Datensatz x4, ..., x, gilt:

13




bzw. fira=0:

12 _ = _
—Zs2+x2 oder s%=ux2—72.
=

Regel 4.5. Zusammengesetzte empirische Varianz

Gegeben seien zwei Datensdtze x; (i =1,...,n1) undy; (j =1, ...,ny) mit empirischen
Varianzen s% und s,. Die empirische s? aller ny 4 ny Beobachtungswerte des zusam-
mengesetzten (gepoolten Datensatzes) z1 = X1, ..., Zny = Tnyy Zngtl = Yls -oes Zngtng =
Yn, ldsst sich bestimmen als

ni n2 ny . ng
s = 52 + s2 + (z —2)°+

— =\2
= (y—2)°.
o ny + N9 r ny + No g ny + No ny + No

Definition 4.10. Mittlere absolute Abweichung
Fir x4, ..., x, heifit

1
d= 4’§:y$i—-f05‘
W =i

mittlere absolute Abweichung d von x4, ..., z,,.

Regel 4.6. Fiir einen Datensatz gilt immer:

d<s.

Regel 4.7. Eigenschaften von StreuungsmaBen: Héufigkeiten
Gegeben sei die Haufigkeitsverteilung f1, ..., fm mit zugehdrigen Auspragungen uy, ..., Uy, .

(i) Spannweite:

R = max{u;} —min{u;}, mit J={ie{1,..,m}|fi>0}.
jeJ jeJ
(17) Varianz:
s =2 filu; — )"
j=1
(131) Mittlere absolute Abweichung:

d Zizz:j}|Uj'— f05 .

=1
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4.6 Transformation von Daten

Regel 4.8. Linear transformierter Datensatz
Seien a,b € R und vy, ..., y, ein linear transformierter Datensatz von x1,...,x,, d. h.:

yi=a+bx;, 1=1,..,n.

Dann gilt
(i) y=a+0b2
(i) y=a+bx
(111) 57 = b?s?
(vi) dy = |b| dy .

Definition 4.11. Zentrierung

Fir Beobachtungswerte 1, ...,x, € R eines metrischen Merkmals heifit die lineare
Transformation y; = x; — x, ¢ = 1,...,n Zentrierung. Die transformierten Daten
werden als zentriert (oder als Residuen) bezeichnet.

Definition 4.12. Standardisierung
Fir zq,...x, mit s, > 0 heifit die lineare Transformation

Standardisierung. Die zq, ..., 2, werden als standardisiert bezeichnet.

Regel 4.9. Sind die z, ..., z, standardisiert, so gilt:

z=0, S;,=8-=1.

5 Zusammenhangsmessung

Ausgangssituation

o Gemessen mehrere Merkmale eines Objekts, d. h. Paare von Merkmalen X und Y.

« Ein Paar (X,Y) heifit auch bivariates Merkmal mit den Komponenten X und Y.

15



o Im Folgenden werden verschiedene Zusammenhangsmafe fiir den Fall X und Y
beide nominal und X und Y beide metrisch betrachtet.

o Es werden anstatt der Urliste hier meist direkt die Merkmalsauspragungen betrach-
tet und bereits mit x; usw. bezeichnet.

5.1 Kontingenztafeln

Unter einer Kontingenztafel versteht man eine Tabelle, die die gemeinsamen Haufigkeiten
der Merkmalsauspragungen beinhaltet. Spalten- und Zeilensummen liefern dann die Hau-
figkeiten fiir die jeweilige Auspragung unabhingig vom jeweils anderen Merkmal. Selbiges
gilt fiir die relativen Haufigkeiten.

In dieser Schreibweise ist

n;; die absolute Haufigkeit des Tupels (x;,y;) in der Urliste

und

fij = i die zugehorige relative Haufigkeit.
n

Das Konzept lasst sich entsprechend durch Erhéhung der Anzahl an Indizes verallgemei-
nern. Allerdings wird die tabellarische Darstellung dann schwieriger bzw. umstéandlicher.

5.2 Bedingte Haufigkeiten

Definition 5.1. Bedingte Haufigkeit
Sei ne; > 0. Der Quotient

heifit bedingte Haufigkeit (von X = z; unter der Bedingung Y = y;). Die zugehorige
Héaufigkeitsverteilung

fX::C1|Y:y]'7 coo g fX:a;p|Y:yj

wird als bedingte Haufigkeitsverteilung (von X unter der Bedingung Y = y; bezeich-
net.

Selbiges geht natiirlich umgekehrt.

Regel 5.1. Fir die bedingte Hdufigkeitsverteilung eines Datensatzes (x;,y;), @ =

16




oD, g =1,...,q gilt

P q
Z fx=aiy=y; = Z fy=yjix=ar = 1.
i=1 j=1

17



5.3 x>-Grofle: Quantifizierung eines Zusammenhangs

Definition 5.2. x2-GroBe
Bei positiven Randhéaufigkeiten n;e, ne; wird die x?-Grofe x* definiert durch:

P q

2 _ : _

X = Z , mit v, = ,
1 i1 Vij n

=17

(ni; — vi;)? Nisle

firi=1,...,p,7=1,...,q.

Offensichtlich gilt x? > 0.

Definition 5.3. Empirische Unabhangigkeit
Merkmale X und Y heiflen empirisch unabhéngig, wenn gilt:

nzg . Nie noj

n n n

firallet=1,...,p und fir alle j =1, ..., q.

Regel 5.2. Die empirische Unabhdangigkeit von X und Y ist dquivalent zu

Jij = fiefoj
fur allet=1,...;p und fir alle j =1, ...,q. Daraus folgt:
NG5 Te _
fX:Z‘i|Y=yj - n.j - n fl.

und vice versa.

Inhaltlich bedeutet dies:

Bei empirischer Unabhéngigkeit ist die bedingte Héaufigkeit von z; und y; gleich der

relativen Haufigkeit der z; im Datensatz.

Mit der Eigenschaft

Vij = nfiofoj

der x2-GroBe ldsst sich interpretieren:

Die x2-GroBe vergleicht die Kontingenztafel mit der Kontingenztafel bei empirischer

Unabhéngigkeit.
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Hier wird auch klar, wieso im Falle n;e = 0 fiir ein ¢ oder n,; fiir ein j die alternative
2-Grofle lautet:
2 3 (nij — vij)*

X = ..
i,ji vi;>0 Vij

9

denn dann haben die Tafeln n;; und v;; in der betreffenden Zeile oder Spalte beide eine
Nullzeile oder -spalte.

Regel 5.3. Fiir die x*-Grife gilt:

x’=0 < X und Y sind empirisch unabhingig.

Regel 5.4. Fiir die x*-Grife gilt:

XQZH(ZPSZQJ@) —n

i=1j=1 "tieTlej

Assoziationsmafle fiir die 2 x 2-Kontingenztafel (Vierfeldertafel)

Fir p = ¢ = 2 gilt:

2
2 (n11n22 - n12n21)
X =N
T1e72e7T0e170e2

Aufgrund des vergleichsweise einfachen Nenners betrachtet man fiir Vierfeldertafeln héu-
fig:

Definition 5.4. Assoziationskoeffizient von Yule
Fiir ein bivariates Merkmal mit p = ¢ = 2 (Bezeichnungen von oben) ist der Assozia-
tionskoeflizient von Yule:

N11M22 — N12N21
A= € [-1,1]
111722 + N12M921
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Regel 5.5. Fir den Assoziationskoeffizient von Yule gilt:

(1) Mit dem Kreuzproduktverhdltnis ¢ = 1222 gilt A =

n12Mn21

(17) empirische Unabhdngigkeit < A =0

(73i) Hat ein Eintrag der Vierfeldertafel den Wert Null, so gilt |A| = 1.

5.4 Kontingenzkoeffizient nach Pearson

Regel 5.6. Obere Schranke und Vollstindige Abhangigkeit

(i) Es gibt eine obere Schranke fiir die x*-Grofe:

x? <n-min{p —1,¢— 1}

(it) Fiir die x*-Grofe gilt x> = n - min{p — 1,q — 1} genau dann, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. p < q und in jeder Spalte sind die Haufigkeiten in genau einem Feld kon-

zentriert.

2. p = q und in jeder Zeile und in jeder Spalte sind die Haufigkeiten in genau
einem Feld konzentriert.

3. p > q und in jeder Zeile sind die Hdaufigkeiten in genau einem Feld kon-
zentriert.

Da die x?-Grofle fiir feste Dimensionen offenbar unbeschrankt ist, konstruiert man zur
Zusammenhangsmessung weitere, beschrinkte Groflen.

Definition 5.5. Kontingenzkoeffizient nach Pearson
Der Kontingenzkoeffizient C' nach Pearson ist definiert durch

Regel 5.7. Eigenschaften des Kontingenzkoeffizient nach Pearson
Fiir den Kontingenzkoeffizient nach Pearson gilt

mit ¢° = =

¢2 . 2 2 fzg fzofjo)
1+ ¢? a 2]3 fiafjo
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und

Definition 5.6. Korrigierter Kontingenzkoeffizient nach Pearson
Der korrigierte Kontingenzkoeffizient C, nach Pearson ist definiert durch:

c.—C. J min{p, ¢}

min{p,q} — 1’

Regel 5.8. Fir den korrigierten Kontingenzkoeffizient nach Pearson C, gilt 0 < C, <
1. Auflerdem gilt:

(1) Co =04 X und Y empirisch unabhdingig.

(1) Cy, = 1 < eine der folgenden Bedingungen fir die zugehorige Kontingenztafel
ist erfullt:

1. p < q und in jeder Spalte sind die Haufigkeiten in genau einem Feld kon-
zentriert.

2. p = q und in jeder Zeile und in jeder Spalte sind die Haufigkeiten in genau
einem Feld konzentriert.

3. p > q und in jeder Zeile sind die Hdaufigkeiten in genau einem Feld kon-
zentriert.

Interpretation der Assoziationsmafle

o Assoziationsmafle liefern lediglich Anhaltspunkte fir die Stérke eines Zusammen-
hangs.

« Aussagen iiber ein explizites Anderungsverhalten der Merkmale untereinander sind
nicht moglich.

= Kausale Zusammenhénge sind so nicht nachweisbar!

5.5 Zusammenhangsmessung bei metrischen Merkmalen

Ziel ist es fir bivariate metrische Merkmale sinnvolle(re) Darstellungsméglichkeiten und
Zusammenhangsmafle zu entwickeln.

Streudiagramm

Eine einfache mégliche Darstellung ist das Streudiagramm, in dem einfach alle Beob-
achtungspaare (1,41), ..., (Tn,y,) als Punkte eingetragen werden. Bei einer auffalligen
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Systematik in diesem Plot ldsst sich ein Zusammenhang vermuten. Das weitere Ziel ist,
diesen Zusammenhang auch zu quantifizieren.

Wichtig: Es wird keinerlei Aussage getroffen, welcher Art dieser Zusammenhang ist
(z.B. kausal oder wechselseitig).

Definition 5.7. Empirische Kovarianz

Seien (z1,v1), .., (Tn, yn) Messwerte eines bivariaten, quantitativen Merkmals (X, Y).
Dann heifit

(empirische) Kovarianz der Merkmale X und Y.

Es gilt offenbar

Regel 5.9. Seien (x1,41), ..., (Tn, yn) Messwerte eines bivariaten, quantitativen Merk-
mals (X,Y’) mit Kovarianz x,,. Die gemdfs

i =a+bx; und y’ =c+dy;

mit a,b,c,d € R linear transformierten Daten (x5, y5), ..., (xk, y%) haben die Kovarianz

oy = 0} Sy o

Regel 5.10. Fir die empirische Kovarianz sq, gilt:

1& _ _
=1

Definition 5.8. Bravais-Pearson-Korrelation
Seien (x1,y1), ..., (Tn, yn) Messwerte eines bivariaten, quantitativen Merkmals (X,Y)
und s,, s, > 0. Dann ist der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient definiert durch:

_ Say
sz = .
G
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I

Transformiert man die Daten, wie in 5.9, so folgt:

be

Tz*y* = ery .

Regel 5.11. Eigenschaften der Bravais-Pearson-Korrelation
(1) ryy ist symmetrisch in X und Y, d. h. 15y = 1y,.

(i1) Es gilt (Cauchy-Schwarz):

=1 = gy = 1

(i13) Falls ryy = 1 (= —1) gilt: Es existiert eine positive (negative) Zahl b und eine
reelle Zahl a mit

yi=a+bz;

Es gibt also einen linearen Zusammenhang zwischen X und Y derart, dass

Wenn X um eine Einheit steigt, dann steigt (fallt) Y

ebenfalls und zwar um b (|b|) Einheiten.

Dieser Ordnungsverhalten nennt man gleichsinnig (gegensinnig).

Definition 5.9. Bezeichnungen fiir die Korrelation

a) positiv korreliert, falls r,, > 0

S5

unkorreliert, falls 7, = 0

(9}

SH

schwach korreliert, falls 0 < |r,,| < 0.5

)
)
) negativ korreliert, falls r,, < 0
)
e)

stark korreliert, falls 0.8 < |ry,| <1

Wichtig: Beispiele, wie der parabelférmige Zusammenhang (im Scatterplot) zeigen,
dass 75, = 0 bzw. sehr kleine Korrelationen nicht bedeuten, dass es keinen Zusam-
menhang zwischen den Merkmalen X und Y gibt. 7., = 0 besagt lediglich, dass es
keinen linearen Zusammenhang zwischen X und Y gibt.

Anmerkungen zur Korrelation

« Mit 7., sind aufgrund der Symmetrie keine kausalen Zusammenhénge nachweisbar.
Die ,,Richtung des Zusammenhangs“ kann nur auf Basis des Sachkontextes ermittelt
werden.
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e Als Scheinkorrelationen bezeichnet man Korrelationen zwischen zwei Merkmalen
X und Y die durch eine dritte Variable Z induziert wird (Schuhgrofie, Korperge-
wicht, KérpergroBe).

o Es gibt z. T. auch ,unsinnige Korrelationen®, die durch Fluktuation oder eine
mangelhafte Datenlage erzeugt werden (Storche, Geburtenrate).

6 Regressionsanalyse

6.1 Hinfiihrung
Idee
e Merkmal Y wird als Funktion des Merkmals X aufgefasst:
Y = f(X) mit einer Funktion f: R — R.

o Oft wird f zumindest teilweise unbekannt sein oder von unbekannten Parametern
abhangen.

o Ein solcher Zusammenhang wird im Folgenden unterstellt.

Ziel

Mittels eines Datensatzes (1, 41), ..., (Tn, yn) Aussagen tiber die Funktion f zu tref-
fen.

Definition 6.1. Regressionsbegriffe

o Merkmal X heifit Regressor oder erklarende Variable,

Y wird als Regressand bzw. als abhéngige Variable bezeichnet.

f heifit Regressionsfunktion.

Die Werte g; = f(x;), i = 1,...,n, heilen Regressionswerte.

Anmerkungen
o L Allg. gilt: f(z;) = Ui # vi.

 Dies kann durch (natiirliche) Schwankungen in den Eigenschaften der Objekte
oder durch Messfehler und Messungenauigkeiten hervorgerufen sein.

= Regressionsmodell

Y=fX)+¢

mit dem Fehlerterm ¢, der alle moglichen Fehlerarten reprasentiert.

o Auf Datenebene:

e; =vy; — f(z;) Fehler der i-ten Messung
yi = f(z;) +e&, i €{1,....n}.
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Problemstellung:

Passe die Regressionsfunktion f in einer Klasse H von Funktionen méglichst gut
an die vorliegenden Daten an.

Ein Beispiel fiir eine Klasse von Funktionen sind z. B. die Polynome vom Grad p:

6.2 Methode der kleinsten Quadrate

Idee:

Suche Funktion f € H, so dass

minimal ist.

Parametrische Klasse H

 Fiir parametrische Funktionen f3, .. »; aus einer Klasse H, die durch j Parameter
bi,...,b; € R (j € N) beschrieben wird, hat @) die Form:

« Suche also das Tupel b := (51, ...,Ej) € R’ mit:

Q(b) < Q(b) firralleb e R/ .

6.3 Modell der linearen Einfachregression

Definition 6.2. Modell der linearen Einfachregression
Ist f eine lineare Funktion, f(z) = a+ bz, x € R, so heifit

Y=a+bX (+¢)

Modell der linearen Einfachregression. Die Regressionsfunktion f heifit auch Regres-
sionsgerade.
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Die Quadratsumme lautet hier dementsprechend:

n

Q(a,b) = Z (yZ — (a+ bxi))Q.

i=1

Die Minimierung dieser Funktion der Parameter a und b ist mithilfe von partiellen Ablei-
tungen analytisch moglich und fiihrt zurtick auf bekannte Groflen:

Regel 6.1. Losung der linearen Einfachregression®

o Fiir s2 > 0 gilt fiir die Losung einer linearen Einfachregression:

e Die minimale Quadratsumme lautet dann:

~ 7 2 2
Q(a,b) = ns, (1 —1y,) .
Burkschat, Cramer, Kamps 2012, S. 304-305

Im Fall s2 = 0 gilt x; = 7 fiir alle i = 1,...,n. Das heifit, die Werte liegen in einem z-y-
Streudiagramm auf einer Senkrechten. Die Methode der kleinsten Quadrate liefert dann,
dass jede lineare Funktion durch (z,y), d. h. gy(x) = y + b(x — ) fir b € R beliebig
optimal ist.

Regel 6.2. Eigenschaften der Regressionsgerade”
(1) Es gilt:
Q(@,B) < Q(a,b) fir alle a,b € R
Fiir s> > 0 ist diese Lésung eindeutig.
(i7) Gult 35 > 0, so gibt v, das Vorzeichen der Steigung von f vor.
(iii) Es gilt: f(Z) = a+wb® = .

(v) Es gilt:

(v) Es gilt:
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?Burkschat, Cramer, Kamps 2012, S. 306-307

Regel 6.3. Lineare Transformation

Seien s2 > 0 und f(x)0a+bx, z € R die zu (21,91, ..., (Zn, yn) gehirige Regressions-
gerade.

Werden die Beobachtungswerte mit B # 0,0 # 0,c,y € R, (linear) transformiert
gemapf

w=P0x;i+a, v,=0y;+v, i€{l,..n}

so gilt fiir die Koeffizienten der zu den Daten (u1,v1), ..., (Uun,vn) gehdrenden Regres-
sionsgerade g(u) = ¢+ du, u € R:

S~ -
G=0a+y— b, d=

b.
B

| >

6.4 Bewertung der Anpassung im Modell Y =a+0X +¢

Ziel: Messung der Abweichung von der Geraden

Definition 6.3. Residuen ~
Die Differenzen €; = y; — y; werden als Residuen bezeichnet, wobei g; = f(x;).
Fiir " ¢é? > 0 sind die normierten Residuen definiert durch:

=
i=1 6

Regel 6.4. Eigenschaften der Residuen

o Fliir die normierten Residuen gilt:

Regel 6.5. Streuungszerlegung®
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Es gilt:

bzw.

interpretiert als:

Gesamtstreuung = durch Regression erklérte Streuung + Reststreuung

%Burkschat, Cramer, Kamps 2012, S. 324-325

Definition 6.4. Bestimmtheitsmal3
Die Giite der Approximation der Regressionsfunktion an die Daten wird gemessen
durch das Bestimmtheitsmaf

> (yz - @\1)2 s2 52
Bxyzl—zzrll :1——;:—2:1”92:3/
> (v — )? % %y

Bei linearer Transformation bleibt das Bestimmtheitsmaf} erhalten.

Residualplots

Eine weitere haufig genutzte Methode zur Einschdtzung der Giite einer linearen Regression
ist die Betrachtung der Residualplots. In diesen Plots werden die x; gegen die d; oder die
e; aufgetragen. Dabei lassen sich dann leicht Ausreifler und Systematiken identifizieren.

6.5 Exkurs: Nicht-lineare Regressionsfunktion

Die Methode der kleinsten Quadrate ldsst sich prinzipiell auf alle (viele) Funktionen-
klassen anwenden. Allerdings ist es meist nur numerisch moglich die Quadratsumme im

Parameterraum zu minimieren.

Transformation auf lineare Zusammenhiange: Y-Komponente

Indem man aber z. B. bei einem Expomentiellen Zusammenhang ¥ = a - e*X + ¢ das

Merkmal Y transformiert:

Y:ln(a~eb'X)zln(a)—l—bX:&—l—bX.
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Transformation auf lineare Zusammenhinge: X-Komponente

Ein weiteres héufig genutztes Modell ist
Y=a+bg(X)+e

mit einer bekannten Funktion g. Dies fiihrt letztlich auf eine Lineare Regression mit
dem Datensatz (g(xl)v yl)u sy (g<xn)7 yn)

6.6 Multiples Regressionsmodell
e Mehrere erkliarende Variablen Xi, ..., X,, und eine abhangige Variable Y

o Regressionsfunktion
f(x) =B+ Zﬁil’i
i=1

 Schatzungen beruhen auf Beobachtungen des Merkmalsvektors (Y, X1, ..., Xin): (Y1, Z11, ooy T1m)s -

= Darstellung mittels Matritzen und Vektoren:

hn I 211 12 ... Tim Bo €1
Y2 1 291 x22 ... T2m I3 5]
= ) . e
Yn 1 Tpl Tnp2 .. Tnm ﬁm €n
—— —— ——
=Y =X =B =e

Regel 6.6. Gilt n > m+1 und hat X maximalen Rang, d. h. rg(X) =m+1=p, so
qgilt:

f=(X'X)"'XY.

Regel 6.7. Quadratisches Regressionsmodell
Ein quadratisches Regressionsmodell Y = a + bX + c¢X? + € ldisst sich mit X; = X
und Xo = X? als multiples Regressionsmodell betrachten. Dann gilt:

5 Y1

| = xx)txr | 22

E 5
Yn
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Allgemeines Regessionsmodell

Voraussetzungen
e X,...,T, €RP
e fi:RP - R, 0<j<m bekannte Funktionen
e 0o, ..., Bm € R unbekannte Parameter

Regressionsmodell
Y225]fj($)+5 = YIXB—FFJ
=0

= Losung wie multiples Regressionsmodell.
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